
�47��3� � � � � Vol. 47, No. 3
2018�5� ADVANCES IN MATHEMATICS (CHINA) May, 2018

doi: 10.11845/sxjz.2018002a

����������	� Fourier 
�

�
��

Æ �

(�����������, ��, 3001)

��: ���	
���
 Fourier ��	��
�������
���
��������
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������������	����	������
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��	��
��
		
�
������������	. ��, ���
���� n �������Æ, 




��
� n ����

�� n+ p �� Euclidean �
�, �������
�����


���
����
 Clifford ��� Cauchy ���, ����� Cauchy 
��Cauchy �

� Cauchy ����������. �
�
�����, 

���������	�
��
“��” ��������� Hardy �
. 
�
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���	��� Hardy

���������, �
���������
���������
����. ���, 


��������������
������������ Hardy �������, 
��
��
������. 
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����'
��� ��, ����������	, �����(�Æ������

�;  ����
"������� !����. ��
�Æ� zn (n = 0, 1, · · · ) �����
����, �� Fourier "���#!����
���"�. 

$��$ Fourier �	�)


 Hardy �
� Beurling-Lax 
��������, ��#�����!���"$ #�!
�
��	.


����*+�$�%� Gabor (� [30]) ��TUVW
�!#
�%���VWXY
(IF) ,������&�
�. �
��, �����������	� �$'���%&�

���"(�!#. $
�%�����	�����Æ'����&
� “��”.��-
�

��'(����� .�#&
��	�(	. �������$)�)**��/
� IF.

#)��, ''(���!, IF 
�!#�"���+0�: “��” ���Æ
��%*(�
(
�"+%*(�), *)
&
�+
��Æ
�
; * “�Æ” &��
��Æ'. �+ ,,

�Æ (�Æ,#1�!#�%��, *����-�Æ

2�'��$$*�,�; *���
�-�Æ

2�#���(*�$%3%*�(�, ���-���Æ

2�.���. �
��,����,������,4&�, -��/�	��
,�.$/��
� (� [6, 9]).

����#������	���
0#����.1� IF �
�. 2�, 


�5�3�


�
�/�����,����Æ�������!#��
�. 

,�� IF �
�5

� Möbius �6, ��)�"
�
� IF ��� 4. ����,, ���,��
���25
'��. �/0, ��7-�
����601
�� Möbius 
 Blaschke 2�, 
8�	0�

Nevanlinna ���,���Æ��� “by God”. 
1, ��##!���('�.7/)��

��
��0�81��	$3��. �� Fourier ���)���2���, �*4�	��
&��55�� ���6
� IF 
�!#; ��$�����3��� IF �����. 



1�� IF �������Z[XY (
� MC). #�� IF �3���1�\Z[XY. ���

#!���2������. ����2�+����9�55�*
��������. ��

����	�������������9*:1��' (� §1 ��73�3������).

G. Weiss � M. Weiss �� 1962�:"����,*2$)4����� Hardy�
��
Nevanlinna *!��
� ([100]). 5�;�', Nahon � 2000 �� Coifman ��8,�4;
���9+:5	��,�4����&����<-	 (Unwinding Blaschke Expansion, 


UWE), 
�-	$��������)5 Blaschke 2��� (� [55]). � 2016 ��	� [11]

�, Coifman � Steinerberger ��0:"4 UWE �	�-	, ��
���� H.-T. Wu �=

$�<-	��� IF �6-�	 (� [12]) ./�0�����. �! Coifman � Peyriére �

���,��4���<65 Schauder 5&-���#�!�
&- (� [10]). ����<7
0��4 UWE �	55��3 [62] (2010) �$)4 H2 �08&, *Æ���3 [70] (2013)

�>"01
47��; “unwinding” �?@�. 

��
 UWE � UWAFD �����,

��(
 Nevanlinna ��!����
�!=�")��$-!�A8��(
4��8.9
� (� [62, 77]).

�!���, �<-	&���� !�		� ��
2��</����.  !���

�3���8.9� (Maximal Selection Principle 
 MSP). 4.�, 5: “��� Fourier �

�” (Adaptive Fourier Decomposition, 
 AFD) �$9�= MSP 2;:6�, 5��37Æ
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 UWE 2;, ���������&. ����8.; AFD, UWE �� UWAFD (:1�

AFD �	) ��)&0�=������*!��&-. �������D�, ;	����=

� Clifford ��, �� AFD �	�#0�>
(
. �

�2����, 

$��8.;
AFD �2�?Æ
��E���FG&-�1<� Hilbert �
, ::�.?�@ AFD -	,


%1� POAFD. ������	���� AFD  !�	D#2
4*
��/��
, �

�):@=����>E<�AA (� [21, 51, 52, 81, 108]). 

�$�����3��?��
 �����
.

���3F���,. � §1 �

��������	��
�', �?4������


�, ���;�Bedrosian ;��G;���G;������. � §2 �

,�H@ AFD

-	��, ��#!�1<� Hilbert �
 �DA. � §3�

,A���� ����
�
�?.

1 45�6 !"
1.1 78#$ IF

1946 � Gabor ,�4��]^_`�	 (� [32]). ����, 

&�
��0����
�
�� L2 ��. �������	#.�9���	�2 �. �4�@:��	, ���

DA,

��������D�. IÆ

BA
�B�
�C"�, ��

= Fourier �

6�(1�J��� Bedrosian ;��'�ÆC. B s(t) �
������ ∂D ��.��0
�����, �� D �"���K. # �������, B� s+(t), 
��

s+(eit) =
1

2

(
s(eit) + iH̃s(eit) + c0

)
, (1.1)

�� H̃ ����� Hilbert �6, c0 �D 0 � Fourier )�, �� s �����"+�. �

H̃s(eit) =
1

2π
p.v.

∫ 2π

0

f(eiu) cot

(
t− u

2

)
du, c0 =

1

2π

∫ 2π

0

f(eiu)du.



��
 s+ � s � Cauchy ���������� (Plemelj ��):

s+(eit) = lim
z→eit

1

2π

∫ 2π

0

f(eiu)

z − eiu
eiudu, a.e.

�� s�.����, (1.1)�� Hilbert�6�� 1
2H̃f ��� s+ �H�,55 s = 2Re s+−c0.

�����C", ��� Laplace �6��,�)��7:

s+(eit) =

∞∑
k=0

cke
ikt.

*
��4� s+(eit) ���K����� Hardy H2(D) �
������:

s+(z) =

∞∑
k=0

ckz
k, |z| < 1,
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C 1 DDIE;>FE%DDGH


	 s+(z) � s+(eit) ������J7. ���� Hilbert �6� Fourier 2!� −i sgn, �, �

'

s(eit) =

∞∑
k=−∞

cke
ikt, ck =

1

2π

∫ 2π

0

s(eiu)e−ikudu,

��, � k > 0 Æ, sgn(k) = 1; � k < 0 Æ, sgn(k) = −1; 5 sgn(0) = 0. 3L�

H̃s(eit) =

∞∑
k=−∞

(−i) sgn(k)cke
ikt.

 ��EF�

FMI� H̃ ��FC�, %F� H .

Hilbert�6�
� Fourier2!�"���K�4 Hardy�
�� Hilbert�6��<. �

'�=� L2 �DA,, 9�: ��0����� s G� Hardy H2 �
�5D� Hs = −is (�

[58]). 2 ��'����B"��
�����
�J���	DA,��7 (� [17–19]).

�"G� s+(eit) = ρ(t)eiθ(t) �, Gabor 
������8� θ′(t) �� s(eit) ��Æ�

�. 
�
��L)�&���. *��'

��:� n � s(eit) = cos(nt) ��, 3L)Æ
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s+(eit) = eint, ��8�� n, 
#%=��>. 2�, ���,�9* Gabor �
����	�

�� s ∈ L2(∂D) �;/�. HM, s �� s+ +� Lebesgue "�
����AE2, ;�3K

L, �#B���8�; �(F�8�����, �#01I������1H�31��(�,

M#0����"���Æ����. ������
*
4 IF �
��(�, =�
�
�

/0
�.-������: �Æ���!#�����.G, ��%*��!#�JJ. �"
+��,, ���������8���(�
�=�,�)��I�:

1

2π

∫ 2π

0

θ′(t)|s+(eit)|2dt =
∞∑
k=0

k|ck|2

(� [9, 24]). 2�, =4K��,H, ���������8��
0�(�. ��, �����

"N��� Hardy �
��!��, 


�2
������ Lebesgue J1�I", 1I�

��;I"����8�NO0-� 0.

���*���KN�
������?��
�
���(����8����
��
�I". 
���I"9������I.

?% 1.1 [60] B s ���
��������.��
����0�����. 

1 s

��������, 
.������, �'������, 
��� Hardy �
 H2 ����,

�9� s+(t) = 1
2 (s(t) + iHs(t) + c0) ��P"� s+(t) = ρ(t)eiθ(t) /@LJ θ′(t) ≥ 0, a.e., �

���8� θ′(t) �
=���	
���������
��, F������Q. �$�	,

������DA,,

θ′(t) = lim
r→1−

θ′r(t), a.e.,

�� s+(reit) = ρr(t)e
iθr(t) �����K�����J7. � s ����Æ, 

�1 s+ ��

����
�9%1����. �5D� s ������Æ�.��Æ����, ��9
��
���(�����8� θ′(t).


�
�"), 5#����������M�
����8�, �#�����M�
�

���8�����������. &������.��M�
���Æ��.

�� s+ ��� Hardy �
��=���K��������, θ′r(t) <<��, 5

θ′r(t) = Re

{
reits+

′
(reit)

s+(reit)

}
.



��
�����2��2	(-�RL�*��K	(-5�RL.

1.2 &A'(B78#
���
��O4O��9������2. HM

$,
���2. SP2$ a ∈ D

QP
G�T4 Möbius �6�����

ea(e
it) =

eit − a

1− az
= eiθa(t)

���8� θ′a A*��K�� Poisson ������ (� [32, 59, 67]). CQU�LRS7#4

���'�D1��. 
")4��� Blaschke 2�����. ���;T2�Æ Blaschke
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2��V����. �� Julia-Wolff-Carathéodory
�����
,�,���	���� (�

?���;TÆ� Blaschke 2��������) ��'D#I
$) (� [61]).

?) 1.1 [61] B θ ���
��������.�� Lebesgue 
J��. 3L���

� eiθ �������5D� eiθ ���������������, 
�	AE�, �5D�

H(eiθ) = −ieiθ.

D1� [95] ����,�4�WN&�XM����'. 

��
�!1��E��<
� (DSP)�3�,D#�(
 Blaschke2������8���*-�,��/�$) (� [8]).

DSP ���� �O�����5����-�����
.���A*�!�� �', *

=P�$,�NO�$). �-���R�5�������������(���8�
�
4.. �3 [61] $)4!����7�&-: �0N$!�����8��� θ′(t) �����
MQ�LJ,, � ∫ 2π

0

θ′(t)dt = 0.


1, ����!��
�
�
���8��I�&-�'Y.

1.3 Bedrosian (B78#A'
Bedrosian ;������
1�DZ2�����. #!� Bedrosian 
�[S4�,�

)�

H(fg) = fHg

� �LJ,�7, 
 �LJ��5���� Fourier �U&-�. D��LJ��� σ > 0

1I supp f̂ ⊂ [−σ, σ]55 supp ĝ ⊂ (−∞, σ]∩[σ,∞). DZ�LJ� f � g�� Hardy H2 �


����. � Fourier �U��	�, (
�� Hardy �
��� Paley-Wiener 
�, DZ�L
JAE� f, g ∈ L2, supp f̂ ⊂ [0,∞) 5 supp ĝ ⊂ [0,∞). 1
 Bedrosian ;��'��	�,�

�. FB eiθ �������, 5�&- θ′(t) ≥ 0, a.e. 
V!�F, 
1���D#
�

�
1.1�'Y. 

RI2
���(��� ρ(t)1I Bedrosian;��)� H(ρ(t)eiθ) = ρH(eiθ)

�7. �
1��� ρ >T�

H(ρeiθ) = ρH(eiθ) = (−i)ρeiθ.

/��, Hardy �
��� Hilbert �6'Y, 
G���A��S) ρeiθ �������, 5

5*���8� θ′(t) ��&, ρeiθ ������.

2�, #!� Bedrosian 
�5#0�>1
. D��LJ��
�� f � g ����/.

#>��, 
#�

��	�D�: ��� g ���MW� FourierU4&�. DZ�LJ+

���P1���E� Hardy �
�������. 
�#�

�	�D� (7�,� (1.2)

��!).

�4���:�8�������, �7�����#�������8:=4 Bedrosian

A��2�T (��, � [73, 76, 89, 98, 105]). �� ���"&��'U
4,�XM�X:.

Bedrosian ;�������5����,:

s(eit) =

(
1

1− a1eit
+

1

1− a1e−it

)
eit − a1
1− a1eit

eit − a2
1− a2eit

. (1.2)
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(1.2) ��,��������������������. HM, ��������.���
2��� 2 N� Blaschke2����. �4$. s(eit) � Bedrosian;������, �)��

�	)
1

1− a1z

z − a1
1− a1z

z − a2
1− a2z

��K��������;  !� |z| = 1, 2�

1

1− a1z

z − a1
1− a1z

z − a2
1− a2z

��K�������J7. *), s(z) ���������. �� 1
1−a1eit

+ 1
1−a1e−it �.��

5� |z| = 1 ������I�4, M1��
������abcd. 

I
4�,�	 (�

[73], ��N� Blaschke 2��D�� [92] �,�$)).

?) 1.2 . φ(eit) ������
;T�2�Æ� Blaschke2�, �� a1, · · · , an, · · · �
�G4�W$, *��6-��. 3L

(1) ρ(t) �/@ ρ(t)φ(eit) ∈ Hp(∂D) (1 ≤ p ≤ ∞) �.����5D� ρ �� Blaschke 2

� φ(eit) U8��$#�!�
��E����.�, � ρ ∈ Re{Hp(∂D) ∩ φ(eit)Hp(∂D)};
(2) ��/@ 1 < p < ∞ �.� p, ρ ∈ Re{Hp(∂D) ∩ φ(eit)Hp(∂D)} �7�5D�� Lp

4����,,

ρ(t) = Re

{ ∞∑
k=1

ckBk(e
it)

}
,

�� ck = 〈ρ(t), Bk(e
it)〉 = 1

2π

∫ 2π

0 ρ(t)Bk(eit)dt, k = 1, 2, · · · , {Bk}∞k=1 �� a1, · · · , ak, · · · <�
����@): (
 TM- ):), �

Bk(z) =

√
1− |ak|2
1− akz

k−1∏
l=1

z − al
1− alz

. (1.3)

1.4 H Bedrosian (B78#A': *+$I,*+A'(
����D'�2;1�� Bedrosian ;, ����4������� p- G������

�G���. 
������4����N�QP 
�/). B f �/@ f(0) = 0 ��V�

N�QP, 
�	����K���OT
YO��. P2, f(eit) ������, *�����

��V)���P( t �PJ�PJ. ,�


 S∗ �B��
1�G����I". >)



��?,�� p- G������P����2 ���2.

?% 1.2 B p ����:�. B S(p) �/@,�LJ� p- VWQ���I"

(i) �� r : 0 < r < 1, 1I���� z : r < |z| < 1, Re{ zf ′(z)
f(z) } > 0 �7;

(ii)
∫ 2π

0
Re{ zf ′(z)

f(z) }dt = 2pπ ���� z : r < |z| < 1 �7.

G�I" S(p) ���

1 � p- G���.

?% 1.3 �� f 
1�Z� p- G���, B� f ∈ Sw(p) �5D��� D �WQ, � D

���� p �G4 (D�?*�), 5�"G�

f(z) = [h(z)]p
p∏

k=1

(z − ak)(1 − akz)

z
,
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�� h ∈ S∗.

� p = 1 55 a1 = 0 Æ, 

� Sw(1) = S(1). �, [37] 	)4 S(p) � Sw(p) ���K
!I. ���WW�� Sw(p) �����)X���"G�. �4�R0$)�)\����
�&
�, 

FB�������L����K���:Q	����J7. B
2WQ��
L��I"� A, 
�$) A ∩ S(p) = A ∩ Sw(p) (� [73]). �4J�������G���M
 
��), 

=+
K
 �
�.

?% 1.4 [46] ���V�� f 
1������G4���G���, �' f � D �W

Q, limr→1− f(r) = 0, f(D) ����94�G��	, 55��E�.� α ���� z ∈ D,

Re{eiαf(z)} > 0. B G∗ ������G4���G����2.

,��
�&
4��������2.

?% 1.5 . f(eit) = ρ(t)eiθ(t) ∈ Lp(∂D), p ≥ 1. N f 
1��� Hilbert-n, 
� H-n 9

!, �'�/@LJ:

(1) H(ρ cos θ) = ρ sin θ;

(2) ρ ≥ 0, θ′ ≥ 0 a.e.;

(3)
∫ 2π

0 θ′(t)dt = nπ.

��, ��
, *� (1), f �
��:���K�E�� Hardy �
�����. � (2) �
���8� θ′ /@
� 1.1 ��
Y. LJ (3) ��
4 f ��V&, ��1&. H-p 9!
�
!#H(��� [60] �, �3� p = 2. ;�,�� f ��� H-2 9!�5D� f �����

�94�G���. ��3��� p = 2n ��'� [92] �,�. ,���	�O,�4 H 9

!#G�?��G��� 
��).

?) 1.3 . f � D �WQ, �:���K D �� p �G4. N f(eit) ��� H-n 9!,

n ≥ 1, �5D�

f2(z) =

[
p∏

i=1

hi(z)

]2 n−2p∏
j=1

g2j (z) =

[
p∏

k=1

(z − ak)

(
1

z
− ak

)]2 [n−2p∏
k=1

(z − bk)

(
1

z
− bk

)]
[h(z)]n,


� {ak}pk=1 � f(z) ����K��G4, {bk}n−2p
k=1 � f(z)�������G4 (Z��
0

��*1), h(z) ∈ S∗, hi ∈ Sw(1),� gj(bjz) ∈ G∗ ��D�WQ, i = 1, · · · , p, j = 1, · · · , n−2p.

����
'�2;, ����;, Bedrosian ;�G���;����������'#

D�����	��*
�	, ���#!�����������G=�2��.

2 -./ Fourier 50

�R

$,������ Fourier�� (AFD)�J�&��. �����D�,, AFD

I�4���������2;����Æ:;��J��D�,, AFD
V!�F�D#,�
4S#08��� !.

2.1 1P2QB78#A'8Æ
��������5#�2,��!#,�
�Y%
 S��!��� Joseph Fourier�

��������. Fourier "����


Æ���	]��	�����DA.
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C 2 TDT^�>$UUX

B s �
������ ∂D ��0����.���. �� Hardy H2 �
��� s+ =
1
2 (s+ iHs+ c0). �)� s = 2Re{s+} − c0 	)��������� s+(eit) =

∑∞
k=1 ρk(t)e

iθk(t)

()� ck 
�����P1 ρk ��� θk I�) *Æ�,�4�� s �.������
��
�����: s(eit) = −c0 +

∑∞
k=1 ρk(t) cos θk(t). *), ��%]�� Hardy �
�� s+ ��

�.

��	�R��
2���Æ�����S�+[V. 
� “�S” �('�?�. ��!
�</,�
��� “08S�”. � [69] �

	)4���� Hardy �
�� s+ ����

ε > 0, ����%� c � � 1- G��� m1 �� m2 1I,��7:

‖s+ − (c+m1 +m2)‖ ≤ ε;


 �G��� m1 � m2 #�'��, 55_	�
��+��
G�%#TN. 8(�V3

���, ��1
��)&"G��&-W��E�2;�����������):, ��#
*��V(��Æ����V(PJ�.

2.2 13B45?678 Fourier 8Æ (Core-AFD) $9B1:T;
���
5PYZSX9*
1
���@):
 TM ):. *#W:� TM ):�
	

U2#*: �X[�����. ���S�+
���S#08, 

X[8.7�. ���@

 TM ):D�
� 1.2 �

�. ���
, TM ):�#
Y\�. �
��4�L���
�K!������� Gram-Schmidt (G-S)�@]��',�
1������ Hardy�
�
������5Z�+[V. _	 (��) Blaschke 2���+��
G TM ):������
���L� (�Æ
Y a1 = 0).

 ��\�

$ Hardy H2(D) ��� s+ �B�6� f . ������D�,, f(z) =∑∞
l=1 clz

l,
∑∞

l=1 |cl|2 < ∞. ��

]Y f �������08.�7��
�� TM ):

�"G�	. ��I

ea(z) =

√
1− |a|2
1− az

, a ∈ D
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����K����[ Szegő �L�. . f = f1. HM`F f �

f(z) = 〈f1, ea1〉ea1(z) +
f1(z)− 〈f1, ea1〉ea1(z)

z−a1

1−a1z

z − a1
1− a1z

.

��
�
�3, �����-A�, � a1 
�����K������. B

f2(z) =
f1(z)− 〈f1, ea1〉ea1(z)

z−a1

1−a1z

,

1��<=e>, ��;A�`F�

f(z) = 〈f1, ea1〉ea1(z) + f2(z)
z − a1
1− a1z

. (2.1)



�$ f1 QP
 f2 �-!1�abf a1- ghij, � f2 1� f1 �ab a1- ghk.


��)!#����#!�$-!
S(f)(z) = a1 + a2z + · · ·+ ck+1z

k + · · · = f(z)− f(0)

z
.

�=
 f(0) = 〈f, e0〉e0(z), S �.�)�� 0- �$-!.



G[ Szegő ���aOJ1,� Cauchy �, M��1<�&-. �� Hilbert �
�
��@&� Möbius �6�����[&-, 


�I��,0��)

‖f‖2 = ‖〈f1, ea1〉ea1‖2 + ‖f2‖2 = (1 − |a1|2)|f1(a1)|2 + ‖f2‖2.

��, V\�=Æ 〈f1, ea1〉ea1(z) �,*���0�. ���, 
D
%]�� a1 ∈ D 4&

���] (1− |a1|2)|f1(a1)|2. Z2 D ��:I, )(��� D ��� a1 1I

a1 = argmax{(1− |a|2)|f1(a)|2 : a ∈ D}

(� [77]). 
���8.���&�./
1�l?mnop. 8*/@
1LJ� a1 2��

f2 *�� 
�]�, 5>T� ,M. 

1������8.� a1 = f1 I
 f2 ����

qr a1 @ f1 s f2 fl?tm. n (��A8 �, 

�

f(z) =
n∑

k=1

〈fk, eak
〉Bk(z) + fn+1

n∏
k=1

z − ak
1− akz

,

��� k = 1, · · · , n,

ak = argmax{(1− |a|2)|fk(a)|2 : a ∈ D},

Bk(z) = B{a1,··· ,ak}(z) =

√
1− |ak|2
1− akz

k−1∏
l=1

z − al
1− alz

,

55, � k = 2, · · · , n+ 1, fk � fk−1 �#� ak−1 ���A8, �9�	

fk(z) =
fk−1(z)− 〈fk−1, eak−1

〉eak−1
(z)

z−ak−1

1−ak−1z

.



,��,08&
�.
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?) 2.1 ,
 Hardy H2 �
�� f , �����3^���
��A8�6, 

I


f(z) =

∞∑
k=1

〈fk, eak
〉Bk(z).


��'H(��3 [77] �5� Möbius �6��[ 1 �&-I
4$). ,�

]:

��[ 1 
�LJ, ,�DD�=7����8.���2$). 
�$)�.[�?�4V�
[63] �<�� [82] �.

AB 


�$	�$)08. FB���5��8.�7� a = {a1, · · · , an, · · · } 


I


f =

∞∑
k=1

〈fk, eak
〉Bk + h, h �= 0. (2.2)

� Bessel 
�� Riesz-Fisher 
�
G,
∑∞

k=1〈fk, eak
〉Bk � h ���
 H2 �. = Hilbert �


�&-
G h �@���� Bk, =��@� ∑∞
k=1〈fk, eak

〉Bk.

� (2.2) 
�`F�

f =

(
M∑
k=1

+

∞∑
k=M+1

)
〈fk, eak

〉Bk + h,


�

B
gM+1 =

∞∑
k=M+1

〈fk, eak
〉Bk + h = GM+1 + h.

>,�, 

��

〈fk, eak

〉 = 〈f,Bk〉 = 〈gk, Bk〉, (2.3)

�� gk = f −∑k−1
l=1 〈fl, eal

〉Bl �D k (Cue>.

*), 


I

gM+1 =

∞∑
k=M+1

〈gk, Bk〉Bk + h.

�� {ea}a∈D � H2 ��_^�, M�� a ∈ D 1I δ � |〈h, ea〉| > 0. �/0, 


8* a 1

�#*���D8�7� ak. ��

$)� M @b�Æ aM+1 �8*#��8.9��W.

���, � (2.2) ��;TÆ"���
 Bessel #A�, 
�I�

|〈gM+1, BM+1〉| → 0, M → 0. (2.4)

 ���, 

$), ��@b�� M , ^_�7

|〈gM+1, B
a
M+1〉| >

δ

2
. (2.5)

SP2, 
9I�4+0.

`,

�
	) (2.5) �7. *��

|〈gM+1, B
a
M+1〉| ≥ |〈h,Ba

M+1〉| − |〈GM+1, B
a
M+1〉| (2.6)
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�

|〈GM+1, B
a
M+1〉| ≤ ‖GM+1‖ → 0, M → ∞, (2.7)

��W�� M , |〈gM+1, B
a
M+1〉| �,�**� |〈h,Ba

M+1〉| ��. �������:� M , 



�� {ea, B1, · · · , BM} X�� (M + 1) ��
B� Xa
M+1. h ��
 Xa

M+1 �����0�,

B� ‖ h
Xa

M+1
‖2, 
�� �\Y� c�. ����
 {B1, · · · , BM , B

a
M+1} �\Y�@&. *

� h � B1, · · · , BM ��@, N�∥∥∥∥ h

Xa
M+1

∥∥∥∥
2

= |〈h,Ba
M+1〉|2.

 ����Z(6 {ea, B1, · · · , BM} � ; (M + 1) ����\Y�@]�6. 
1B�∥∥∥∥ h

Xa
M+1

∥∥∥∥
2

≥ |〈h, ea〉|2 = δ2.

*), 


G, ���� M , |〈h,Ba
M+1〉| ≥ δ. 3_

�#A��� (2.6), (2.7), 


�I

� (2.5). �
D 2.1 ��
����8.9�I
�7�65 a1, · · · , an, · · · #�
/@]�#
�Z

&LJ
∞∑
k=1

(1− |ak|) = ∞,

=�<�� TM ): {Bk} #�
��L5. 
1�����5#�a�O� TM ):�V�

�L5,*���V
��/0Æ:�,��� f . 4.�,��&
��
,5508#1SS.

D 2.2 ����8. a1, · · · , an, · · · , 


�I
��.?�������: ;TÆY

�����Æ2� eit �������. �'

8
 a1 = 0, 3L��� Bk �������,

=� AFD ,��������.

D 2.3 ���,P�9*, AFD #*�����/^[-	 (� [47, 93]).

(i) �-	��, AFD �`"4��)���$-!]�,
��A8��,
����\Y
_`��8�_`;

(ii) 8�_`[O�^����3�8.�/X
��W !7�, ��
*�8**�7
��(. 
���Æ !�X
�. ^[-	\F7��*�8*;

(iii)��"$-!]��*a<��\Y�@):, 
� TM):,
���5P1
Gram-

Schmidt �@].

D 2.4 ��=-	�
������!��2Æ, AFD �08#1� M√
n
, 
� n �"

AFD ����N�. 
���KL�� (Hardy�
�������)�	������� !

�'. #!�08&
�
0H�M8�, *�
�\�KL�����.

2.3 ÆE AFD (UWAFD)

B f = hg, �� f, g �� Hardy H2(D) �
���, 55 h ������. B f � g 
�

�/Æ:��,� Fourier "�,

f(z) =

∞∑
k=0

ckz
k, g(z) =

∞∑
k=0

dkz
k.
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� Plancherel 
�������[ 1 &-, 
���
∞∑
k=0

|ck|2 = ‖f‖2 = ‖g‖2 =
∞∑
k=0

|dk|2.

��E��<� (DSP) �, ��,�	: ����� n,

∞∑
k=n

|ck|2 ≥
∞∑

k=n

|dk|2

(!���0�!/&-, 7�� [8, 20]).

� DSP �, 
�����
.����3��-�����0�!/&-. 
���&

M$���*!����, ``!����� Fourier "��08#19B,J. 
") AFD

�
`a08#1, ���<�����`"��*!���3]. 
��"��: �����

�"�J�Æ, 

�;M� “�<”, 2�=Wb�����,*����. 

cZ,�3]
<��� (� [62, 70]). HM, � f ��� f = f1 = I1O1, 
� I1 � O1 �/� f �����

!��. 
�����	� Nevanlinna *!��
�, 73 [100]. ��!���)&���"
G�

O1(z) = e
1
2π

∫
2π
0

eit+z

eit−z
log |f1(eit)|dt.

"G��!������
�
 f1 ����6-. � z *����Æ, ;��"G�c Plemelj


��-. 
1, ���H��� log |f1(eit)| ����� Hilbert �6. >,�, 

�� O1 �
��A8. =�
�,�

f(z) = I1(z)

[
〈O1, ea1〉ea1(z) + f2(z)

z − a1
1− a1z

]
,

�� f2 � O1 #� a1 ���A8:

f2(z) =
O1(z)− 〈O1, ea1〉ea1(z)

z−a1

1−a1z

.

>)$ f2 �������!���2�, f2 = I1O2, N�
f(z) = I1(z)

[
〈O1, ea1〉ea1(z) + I2(z)O2(z)

z − a1
1− a1z

]
.

]T� O2 ���A8, ��c
�3]� ,M. ��
1���

I
4�<� AFD �

�-	 (� [62]):

?) 2.2 ����,�4�< AFD (UWAFD) ��

f(z) =
n∑

k=1

k∏
l=1

Il(z)〈Ok, eak
〉Bk(z) + fn+1(z)

n∏
k=1

z − ak
1− akz

n∏
l=1

Il(z),


� fk+1 = Ik+1Ok+1 � Ok #� ak (k = 1, · · · , n) ���A8, Ik+1 � Ok+1 �/� fk+1 �

����!��. 8��3�,

f(z) =

∞∑
k=1

k∏
l=1

Il(z)〈Ok, eak
〉Bk(z).
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D 2.5 � AFD �1, �< AFD (UWAFD) ��������
�.?�������.

=��.b
�H�,�^�� AFD 2;�-	��, UWAFD 08�S, �/���
���

�����Æ (� [70]).

D 2.6 �'

� UWAFD -	�Md��A8��, -	�� UWE, �H(� [55]

(2000) �
,�. ,�

B Blaschke 2�� φk, [O�����
;T�G4; B���

�������!���2�� ψk; B H2 �
��� fk, 
� f = f1, fk(z) = ψk−1(z) −
ψk−1(0), k = 2, 3, · · · , ck = ψk(0), k = 1, 2, · · · . 
���F���

f(z) = f1(z) = φ1(z)ψ1(z)

= φ1(z) (ψ1(z)− ψ1(0) + ψ1(0))

= c1φ1(z) + φ1(z)f2(z)

= c1φ1(z) + φ1(z)φ2(z) (ψ2(z)− ψ2(0) + ψ1(0))

= c1φ1(z) + c2φ1(z)φ2(z) + φ1(z)φ2(z)f3(z)

= · · · =
∞∑
k=1

ckφ1(z) · · ·φk(z).

H2 �
��08&�$)H(� [62] �,�, [11] ��?P��	&�08&�'. ��!:
"�	� [90] �

��	4 UWE -	�6-������.

2.4 n- FGH)_IBJK AFD L`
� Core-AFD �, 

��>T08.7� a1, a2, · · · , ak, · · · ��+ Blaschke ���WW

65
n∑

k=1

〈f,B{a1,··· ,ak}〉B{a1,··· ,ak}(z) (2.8)

M !,
���. ��

`��,���,	: ,
 f ∈ H2(D) ��:� n, ]2 n �7�

a1, a2, · · · , an 1I#���� n-Blaschke �� (2.8) 0�W ! f , �9�	∥∥∥∥f −
n∑

k=1

〈f,B{a1,··· ,ak}〉B{a1,··· ,ak}(z)
∥∥∥∥ (2.9)

= min

{∥∥∥∥f −
n∑

k=1

〈f,B{b1,··· ,bk}〉B{b1,··· ,bk}(z)
∥∥∥∥ : {b1, · · · , bn} ∈ Dn

}
. (2.10)


���Y���*Æ8. n�7���W, SP2
W�>T087����. *Æ8.��
n-Blaschke���7�AE��3�vMNw n flÆxpOy. 
���
�� n- vlÆx

pOy. ���������P�*���, ��"��,.

B p � q ������Æ�. 

	 (p, q) ��� n- z, H p � q �da�, �
�(�

�#e� n, 5 q ����K�-�G4. B�� n- �L��I"� Rn. �' (p, q) ∈ Rn, 3

L���� p
q ���(�#e� n �����. B f �
�����K�� Hardy H2 �
�

�����. ]2 f � n- �Æ�� !.-��]2�� n- � (p1, q1) 1I∥∥∥∥f − p1
q1

∥∥∥∥ = min

{∥∥∥∥f − p

q

∥∥∥∥ : (p, q) ∈ Rn

}
.
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��-��������&D#�Pb�!9I
4$) (� [96]), 2�, a^�F, %2-

����	-	�Y�
��. �Æ n-Blaschke ��� !�-�AE� n- �Æ�� !. �

� (2.9) ��-�������&=� !�$) (� [78]). 

1I�
 Blaschke ���W

W\�#!� n- �Æ�� !,����	�NOMf�-	. 1
{| AFD i}


�

bQ0�V\��&���b4�DA,2
�������� (� [66]). �	DA,, ce

AFD ,����=$��~�]. 'ce AFD �!, ����	7���+� INRIA �,�
-	 RARL2, *
�-	*1�&06-���LJ� (� [3]). ce AFD 1
��	�-	

3]�SSX. ��>2�
 !�������4. ����� ![;���� p � q �

)����7���7[;�*��. �'1
�Æ��)�, +
&
�7���$B��Æ
n-Blaschke ���	� g, %%B��
fc����6-. �W]����O��=�$6
cK��W8.. �]2�W$6cK�"��� NP c��.

����,
��2� n, n-Blaschke ����W]���V\���

A(f ; a1, · · · , an) = ‖f‖2 −
n∑

k=1

|〈f,Bk〉|2. (2.11)

?% 2.1 1�� n- ��L (a1, · · · , an) �V\�� A(f ; z1, · · · , zn) ����d\�-4
(CMP), H� 1, · · · , n ��* k, &


Mg
�`� n − 1 ���� z1 = a1, · · · , zk−1 =

ak−1, zk+1 = ak+1, · · · , zn = an, 1��8.D k ��� zk ��-]V\��, N�

ak = argmin{A(f ; a1, · · · , ak−1, zk, ak+1, · · · , an) : zk ∈ D}.

� Core-AFD -	�, 

� �,3]: ��� D �� (k − 1)- ��L {a1, · · · , ak−1},


I
48�_` f2, · · · , fk, �� fk 1
��8.9�2
,� max{|〈fn, ea〉| : a ∈ D}
��� ak. ce AFD ��� 1, · · · , n ���d5 P �� k = n *�
���, �9�, 


aP (1), · · · , aP (n−1) 
! (n− 1) �7�6-����8�_` f2, · · · , fn, 2�
��8.9�
8���2��W� aP (n).



,��ce AFD -	�,��
��I
_
.

?) 2.3 FB f ��� m < n �#��� m-Blaschke ��. . s0 = {b(0)1 , · · · , b(0)n } �
D ���� n- ��L. g
 s0 ��E n− 1 �7�55�V\�� (2.11) 
��8.9�8
*``�3�7�. BI
�2� n- ��L� s1. ��*�
1�]�, � n �7��ce�
�W8.. 
1


�I
�� n- ��L65 s0, s1, · · · , sl, · · · , �1IV\��� dl P`


����� d ≥ 0, 
�L
 (2.11) ����B�, �

dl = A(f ; b
(l)
1 , · · · , b(l)n ) = ‖f‖2 −

n∑
k=1

(1− |b(l)k |2)∣∣f (l)
k (b

(l)
k )
∣∣2. (2.12)

3L, (i)�' n-��L s�65 {sl}∞l=0 ���!65���,N sR�D�; (ii) s� A(f ; · · · )
��� CMP; (iii) �'�� CMP ������ A(f ; · · · ) ������, N65 {sl}∞l=0 �"

08
�� CMP; (iv) �' A(f ; · · · ) �'�� CMP, N {sl}∞l=0 08
 D �����4 s, 5

*
Wa�-�.
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��ce AFD 8��dR����
�73 [66]. ��2��, [97] ��
�-	�8(
V���.

2.5 PHI,QRSTBUV4 HilbertWXBY?Z[678 Fourier8ÆL` (POAFD)

��-	��	�3]$B��R��, 4.�, �
��)
8�	�C"�M. �4	

)

��	, D�	�%��DA, ��Ke Bergman�
�Ke Hardy�
A. �
�DA
,, Hilbert �
 H �
�����"��:O��	 E ����L�, 1<� ka � E ���
a ��������5/@

f (l)(a) =

〈
f,

(
∂

∂a

)l

ka

〉
, l = 1, 2, · · · . (2.13)

B {a1, · · · , an, · · · } ����?���
;T��a�65. *
 n, 1 an �65 {a1, · · · , an}
����(�� an �*�, B� l(an). ��, a1 �*�� 1, a2 �*�N**��V a2 = a1.

�'�, N l(a2) = 2; VN, l(a2) = 1. ��

�I��B	�4#Y&, *��5#�= an

��, &# an ���� n- ��L�*����(���. ��, 


�

k̃an �
[(

∂

∂a

)l(an)−1

ka

]
a=an

�
(
∂

∂a

)l(an)−1

kan . (2.14)

��3, 

FB,����FGLJ�7, ��S)���3��8.9��
�./: B a1,

· · · , an−1 D#,
, {B1, · · · , Bn−1} � {k̃a1 , · · · , k̃an−1} � Gram-Schmidt \Y�@], 3L�

f ∈ H, .?�@):��,&-:

lim
a→∂E

〈f,Ba
n〉 = 0, (2.15)


� {B1, · · · , Bn−1, B
a
n}� {k̃a1 , · · · , k̃an−1 , ka}�Gram-Schmidt\Y�@],�� a �= ak, k =

1, · · · , n−1. 

&G (1)�' a→ ∂E ,N� a>!��Æ, a#A���� ak, k = 1, · · · , n−1;

(2) ��/DA,, �� a → ∂E �����"���4b>7f55
� “�4” � ∞ �

��,. �	
���FG�LJ

I
 POAFD ���8.9��,: H�FB (2.15), 


Bolzano-Weierstrass 
�� ��b�	$, N����65 {bj}∞j=1 /@��� bj �#*�

a1, · · · , an−1, limj→∞ bj = an ∈ E , 55�

lim
j→∞

|〈f,Bbj
n 〉| = max{|〈f,Ba

n〉| : a ∈ H}. (2.16)

�
�LJ�5Z�, 


�$),��K�.

\) 2.1

lim
l→∞

Bbj
n = Ban

n ,

�� {B1, · · · , Bn−1, B
an
n } � {k̃a1 , · · · , k̃an−1 , k̃an} � Gram-Schmidt �@].

AB �' an # ak (k = 1, · · · , an−1) �#*, 3L limj→∞B
bj
n = Ban

n , 
� {B1, · · · ,
Bn−1, B

an
n } �� {k̃a1 , · · · , k̃an−1 , kan} = {k̃a1 , · · · , k̃an−1 , k̃an} � Gram-Schmidt �@]. ��

&[3_ an # a1, · · · , an−1 ��E��a*"�DA, 6cQ	, l(an) > 1. 
�S), �B�
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(2.14) �, (l − 1) ��� kan ,
∂
∂akan , · · · ,

(
∂
∂a

)(l−2)
kan D#�65 {k̃a1 , · · · , k̃an−1} ���. *

),

Tl−2(bj , an) = kan +
∂
∂akan

1!
(bj − an) + · · ·+

(
∂
∂a

)(l−2)
kan

(l − 2)!
(bj − an)

l−2,

�� a �.���� ka(z) ��4 an <�N� (l− 2) � Taylor Æ:��4 bj <�*�, D#

�?�� B1, · · · , Bn−1 <���&�
�. 
	)

Tl−2(bj , an)−
n∑

k=1

〈Tl−2(bj , an), Bk〉Bk = 0. (2.17)

����� bj #��� ak, k = 1, · · · , n �#*, 


G, � Gram-Schmidt �@\Y]��,

Bbj
n (z) =

kbj (z)−
∑n−1

k=1 〈kbj , Bk〉Bk(z)

‖kbj −
∑n−1

k=1 〈kbj , Bk〉Bk‖
. (2.18)

� (2.17) ��Æh

 (2.18) �, 55��!��g�/'� (bj − an)
l−1 � |bj − an|l−1,

N�

Bbj
n (z) = e−i(l−1)θ

kbj
(z)−Tl−2(kbj

,an)(z)

(bj−an)l−1
−∑n−1

k=1

〈kbj
−Tl−2(bj ,an)(z)

(bj−an)l−1
, Bk

〉
Bk(z)∥∥kbj

(z)−Tl−2(bj ,an)(z)

(bj−an)l−1
−∑n−1

k=1

〈kbj
(z)−Tl−2(bj ,an)(z)

(bj−an)l−1
, Bk

〉
Bk

∥∥ , (2.19)

�� ei(l−1)θ � bj → an �����. 4.�, 


�*����, �� θ = 0. F�cZ θ = 0

. bj → an, _	 Taylor Æ:� Lagrange ;`Æ, 
G

lim
j→∞

Bbj
n (z) =

k̃an(z)−
∑n−1

k=1 〈k̃an , Bk〉Bk(z)

‖k̃an −∑n−1
k=1 〈k̃an , Bk〉Bk‖

.

*), {B1, · · · , Bn−1, B
an
n }��1H�, &� {k̃a1 , · · · , k̃an−1 , k̃an}� Gram-Schmidt�@]. �

D 2.7 ��$)ij [64] � [63] �2�. ���D�,�$)H���3 [82].

.?�@�����-	 (POAFD) �08&
��,��.

?) 2.4 cZ (2.16) ��_	��8.9�8� {a1, · · · , an, · · · }, N�

f =

∞∑
k=1

〈f,Bn〉Bn,


������:� n, {B1, · · · , Bn−1, Bn} � {k̃a1 , · · · , k̃an−1 , k̃an} � Gram-Schmidt �@].




�
� AFD 08&
� (
� 2.1) �*�$	�$))
�, 
�$	&

4\
Y_` gk. .-�, A8���8�_`��
�.?�@���e�4. Z2��*A�/1,

�+�#!C",� AFD, �	C"� POAFD �#@ <�����"G): {Bk} #0�
A8�8�_`�6�*I
, �#� G-S �6�I
��-�)X�"G�.

D 2.8 ��7��*�8*� POAFD h�
73�3 [63, 64, 72, 78].  !��1
POAFD � POGA 
� PreOGA A, � �@1-��Q�-	�������	�*
&
�
.
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Core AFD Unwinding 

  Unwinding AFD 

-Blaschke 

AFD Hilbert
AFD

C 3 �fB Fourier DdGH

3 ]e^_`/a
3.1 b Beurling-Lax cdfTeWXHgB1:fg

�� AFD 2;�Æ:�S��1�# Hardy H2 �
�� Beurling-Lax "$#�!�

��). ����K�DA,

H2(D) = span{Bk}∞k=1 ⊕ φH2(D), (3.1)


� {Bk}∞k=1 ��65 {a1, · · · , an, · · · }<�� TM):,*��6-��, φ�� {a1, · · · , an,
· · · } (�?*�) �G4� Blaschke 2�. φ 

� ak �
��-�X
LJ�

∞∑
k=1

(1− |ak|) <∞,

5)Æ���� TM):#���L5. ei
��'�k5&��gG�,�#��� !�
�)=�D�(
��. l��!��'$)4 TM ):� Schauder ): (� [68]). �
��

� (3.1) 
��)
 Hp �
 p �= 2 �D�. �3 [74, 91] ���4�$#�!�
, ���M�

�� Bedrosian -A� 
��). ��=����PI
�*, +�, � p �= 2 Æ0V
 TM

):�+������5S#08�Æ:�; ���� p = 2 �J�D�, 

0$ (3.1) �)


hL�1. �3 [10] \B4#�!�
�E�2�Æ.

3.2 hhifij)
������	����������,�E��<�k
4X
�5Z. �����$

)4ehJ#Y9�

σ2
t σ

2
ω ≥ 1

4
+

(∫ ∞

−∞
|t− 〈t〉||φ(t) − 〈ω〉||f(t)|2dt

)2

, (3.2)


� f ���.���, σt � σω �/���Æ
� Fourier ���\Y`, 〈t〉 � 〈ω〉 ����
+� (� [15]). J#Y9�

σ2
t σ

2
ω ≥ 1

4
+

∣∣∣∣
∫ ∞

−∞
(t− 〈t〉)(φ(t) − 〈ω〉)|f(t)|2dt

∣∣∣∣
2
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�� Cohen ,���, 
���WZ��	. 

��30�����'�)
4J��D�

[15, 16, 22–24].

3.3 kl78#A'8ÆB Dirac- (Bmn8j
Dirac- ;�Æ��m (D-TFD)

P (t, ω) = ρ2(t)δ(ω − θ′(t)) (3.3)

������,�O�1I. %
�P�Æ��m, ���n� Fourier �6, Wigner-Ville �6

AA, �#b.$/�. ���Æ��m-�,��$)&�����, 55���=7��8

*. 
 AFD ��I�����������20a<4 Dirac-;�Æ��m. �������

�� m1(t) = ρ1(t) cos θ1(t), ��
� (3.3) � D-TFD 9��� ω = θ′1(t) � ω-t "���>E

(t, θ′1(t)), �e* ρ21(t) 
�
V) ρ21(t) ���]�OT�]�di�"�. ���� f 
�Æ
:����S������"�, 3L�� D-TFD ��LdiKe�>, �����L���
������������8�� (� [21, 108]). 
��'K=4���� Cohen � Galleani

����@�����,�e9�&T��, *Æ
�
�����.G� (73,����


�,R).

3.4 k3B AFDs

�4�J��
::2 � AFD  !�	, �� Cauchy ;�����X
�: Cauchy �

$=1<���
. ��� Clifford ��
�����1
 Cauchy ��, 

�74#*��

�
� AFD ;�	�-	, 
��
��
��"������
 (Stein-Weiss ����i�

�,�� Clifford�� Hardy�
),
��.j������
,
�� n-e��������

�
��
�� n ��j�����
 (� [26, 72, 75, 97]). 

# Alpay, Colombo, Sabadini

�"��I�4fl� Blaschke 2��2 �	 (� [1, 2]). 
���'$��74���

���� !�	.

3.5 Hardy WXB Fourier nopq: Ær2Qms
�B�
�\� Hardy H2 �
� Paley-Wiener
�&
4�,4.: �' f ∈ L2(R), N

f ∈ H2(C+) �5D� supp f̂ ⊂ [0,∞). 
��'
�):0�)
 Hp(C+) (p ∈ [1,∞]) �, 

� Fourier �6���m���,
�� (� [58, 79]). 
���'��: . f ∈ Lp(R), N f �

�� Hardy �
 Hp(C+) ��E����������5D� f̂ = χ+f̂ , 
���& (�<) �

��fB.9��<��, Fourier �6
0���m���,
��. ���i�� Hardy �


�*2;��':"� [88] � [43] �. Clifford ��DA,�*2;�':m� [19], ��$
)4�� Clifford ���� f ∈ Lp(Rn) �E�
���B�
�� Clifford �� Hardy �


���������5D� f̂ = χ+f̂ , 
� χ+(ξ) =
1
2 (1+ i

ξ

|ξ|), ξ = ξ1e1+ · · ·+ ξnen (Hardy�


����). 
?Æ4 [88]��9n����)$)���D�. ����1�og,, Fourier

�U'Y�S?4 Lp (1 < p ≤ ∞) � Hardy �
��, ��3U84 Lp (0 < p < 1) � Hardy

�
�� (� [27, 44]). 

���
 Hardy �
���KN������
�&� Lebesgue

�
. 
�KNpV)������ AFD  !�	. �/�, ����� f , � f̂ � χ+ �2�
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� Fourier k�6, 

90I
��������. 
��/Dh,���/�. �!

I

Hardy �
 Lp- ��C� Hardy-Hodge �� (� [4]).

3.6 tuvwx8LeB Hilbert Ty: Ær2Qms
����D��1 (� [5]), �8J�����


����e�WQ��������

��?\���
��;������\���� Hilbert �6 (� [80]). =� Hilbert �69

����������. �5#��� Cauchy�6. � Hilbert �6��� Cauchy �6���

����6���K8

���	�����. ������, �� McIntosh, li�mno
�jki��)5�� � (� [34, 49, 50, 57]) ���, ��.9���� Lipschitz o*��,

��WQ��E�������4-!��. "����	�� McIntosh (� [33, 41, 42]) ��

g,�7=�. ��HM$ Fueter � Sce ��'�)
�� Euclidean �
 (��j5X
&),

���74
��������j�� Lipschitz o*�� Clifford WQ�������-!�
	 (� [65]). 5�D�7������	, "��j$� Hilbert �6I
4S����. ��,

j�������
�c,����+. B f ��� S ��.�0�����. B f ����
� Hilbert �6� HSf . N
� S ������� f+ = f +HSf , 
� HSf ��?\���

(�j���� Clifford 2- ;����). f+ 
� Clifford WQ0J7
� S ���� ��	
����. 
���, �' ζ �"�
j��, N

f+(ζ) = ρf (ζ)

(
f(ζ)

ρf (ζ)
+

HS(f)(ζ)
|HS(f)(ζ)|

|HS(f)(ζ)|
ρf (ζ)

)
(3.4)

= ρf (ζ)

(
cos θ(ζ) +

HS(f)(ζ)
|HS(f)(ζ)| sin θ(ζ)

)
(3.5)

= ρf (ζ)e
HS (f)(ζ)

|HS (f)(ζ)| θ(ζ), (3.6)


� ρf (ζ) =
√|f(ζ)|2 + |HSf(ζ)|2. 
�b$ ( HS (f)(ζ)

|HS(f)(ζ)|)
2 = −1. *� HS(f)(ζ)

|HS(f)(ζ)| �V����
]�H�, ��������H� i2 = −1 �1�&-. �#!D���
 Clifford WQJ7�

��2 , 
��Æ���

θ′(ζ) = Re{[(Γζ − I)f+(ζ)
] [

(f+(ζ))−1
]},

A�f����
�
P( θ(ζ) �"� (� [80, 104]), 
� Γζ �
������� Dirac -

!. 
�"���1I IF �5��	����� !�	�J��D�,%���. ����

�/� 2015 �� 2017 �:"��k��ql�q� �V� [63] � [71] �. ��, 

��

 Hilbert �6�
�
�&-!#jPp�
@6&�'Y�, 
") Hilbert �6�Dirac m

�-!�p"��	�^��/).

3.7 8z
AFD �):@=��������  �/��
. ��):@=��
�'�� [7, 51–

53]. �q����O>U�� AFD �	. ,�

'��,Æ����>E<������
�
.

[101] �r	"� AFD �!���,����2��	, 
�
����*���. .b"

)�� AFDs ��l�������*�01. �3 [102] �$Z� AFD #W:����En
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C 4 k0mnh>dDIE

i�	 (��Zs`j�6 DCT,Zs-F�6 DWT,Zs Fourier�6 DFT A)�4�+,�

�Z� AFD ��lm�DA,��8��o)1�;r&. �3 [103] k`496�Z� AFD

-	, =�,J46-#155��
�Mp.

� [45] �, olA$���@���,�4��2�5� AFD �n*9jMqr[�	.

�
"), AFD 
�Y\1
��tFu, ��%%Bm
-	7�8.�pc, � AFD 0b

����J/�Y&0r[��n*9j��.

� [99] �, ����4on (LS) �an (HS) �� 
�@o��Z. ���
��U*
s, Sc$�
�:. �,,�4��5� AFD �2;�Z�	. 
�5� AFD ��Z�	


^o_��an# Murmur >Ep�K. HS ������ 3M G=q�.- LS ��I


4b$. jK�'"), ;�	+5�P��-Z2 (RLS) �,*�	, + EMD ����?Æ,

��I" EMD (EEMD), �� EMD (M-EMD) �ppqs M-EMD (NAM-EMD) �8�/.

���, $
���� #p���, RI.JrEtW. [107] ,�4��5� AFD �2

;�rE(*.J):. AFD 
��/0,*����
FW, =��/�
�5�[vk�

	��*j5��. ��#�> BP 	�$ XJ�+W, �,�,���	��/&� 4r
c. �'");�	�-��!g.

[106] ,�45� AFD �Æ�:n���	. r�:n���5���#%F*
�4.,

#!�5�sÆ Fourier�6 (STFT)��U>���s)nt�-8.�pc. AFD���2
;������	. AFD �q��4�,�4�������Æ��, *)
��
Æ���

�	. 
 TIMITp�:nOT:n:uq���c� 4.b. �'P�5�Æ��m� AFD

W� STFT.

AFD D#
 CASAehkj���r�awt
,����DZ� BEWs (<�.v):)

� ETBEs (<Kt&<�ux):). 
 �):�
 AFD � Unwinding ��<� ���.

#W:� Fourier�-F� EMD -	�+, AFD �	
��/0�*by1sz��.v([

�q2<�u�@oA��.
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�w=�	�, �, [40] ���K
4 AFD -	�r';�Wt���sK�t����
��[pp. ��	�5� AFD ,�4��;�WtZs�&):� ILC �	. jK�'")
# Fourier ���+, AFD -	0b�-��v��DA,S�0.���Mp. *), 
 ILC

):�t���wx1I���V\
�8�0M�.

i1��$'��
��, [31] �[S, ����#v!sxBf���<�s���, �

	�	W�Æ	�	, 55�H@�E�	�	 (Hermite, Fourier, Karhunen-Loeve, Wavelet)

� AFD ��8���<, 55���	tu8v
. 5�1
 AFD � tu, ;�r:6=+
#y�Y&�v
�,
v!sxBf.

'4�7�uy !, AFD �*I47-�g1. � AFD ���������
����
�����3�, �� Fulle � Michigan �����<vK"�
�9+	�; Kirkbas A$3
F�5� Jaya W]���� Fourier ����W5Zwx (� [38]); � Vatchev ����2�
��'([��Æ� (� [94]); MashreghiA$�� Blaschke2����
��� (� [48]); Kr-

ausshar A$�����
���z��e�� Clifford �������� (� [39]); Colombo

A$������� Fueter QP
�� F \�m����� (� [14]); Falcão A$�� Cli-

fford WQ���<��	�r	 (� [29]); Colombo A$3F���]9� Clifford WQ��

� Fueter5���� (� [13]); Salomon��>Ew������&��� (� [87]); Sakaguchi

��8JN{m��������;�	��	 (� [83–86]); León��Æ��c6�����

�-FK	"�n������ (� [25]); Mozes �� ECG ����Æ���6- (� [54]);

Gomes ��9+	����� Clifford ����tuuG (� [35]); Eisner A$�
���B
"�� Malmquist Takenaka):�Zs�@&��� !��� (� [28]) �� Perotti���


�
�� Hilbert -!��, (� [56]).
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A Novel Fourier Theory on Non-linear Phases and

Applications

QIAN Tao

(Faculty of Science and Technology, University of Macau, 3001, Macau, P. R. China)

Abstract: Ever since the time of Fourier, positive frequency representation of sig-
nals has always been a central problem for physicists, mathematicians and signal analysts.
Based on harmonic analysis and complex analysis methods, a mono-component function
theory and a function (signal) representation theory based on mono-component functions
have been being established during the past two decades. Being an original theory, it
rapidly decomposes a signal into a sum of certain basic signals with positive nonlinear
instantaneous frequency. The theory has roots in classical mathematics and can be gener-
alized to vector-valued and matrix-valued signals defined on high-dimensional manifolds.
It also leads to establishment of rational approximation in higher dimensional spaces.
The theory of mono-component functions includes the mathematical definition of posi-
tive instantaneous frequencies and description of several most important mono-component
function classes. The representation theory of mono-component functions includes Core
Adaptive Fourier Decomposition (or Core AFD) and several variants, including Unwind-
ing AFD, Cyclic AFD, and Pre-orthogonal AFD in reproducing kernel Hilbert spaces. In
addition to the overview of theory and methods, this paper also provides two new proofs:
the most general proof so far of convergence of adaptive decomposition based on maximal
selection principle; and a proof of the necessity of reproducing kernel derivatives for param-
eter repetition. Finally, we specify some connections between this new development with
the existing pure and applied mathematics, as well as some information on applications.

Keywords: Blaschke product; mono-component; Hardy space; inner and outer func-
tions; adaptive Fourier decomposition; Beurling-Lax theorem; reproducing kernel Hilbert
space
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