
中国科学 : 数学 2021年 第 51卷 第 1期 : 209∼ 224

SCIENTIA SINICA Mathematica

论 文

英文引用格式: Qian T, Qu W, Huang Y. Sparse representations in reproducing kernels of operator equations (in Chinese). Sci

Sin Math, 2021, 51: 209–224, doi: 10.1360/SSM-2020-0056

c⃝ 2020《中国科学》杂志社 www.scichina.com mathcn.scichina.com

算子方程基本问题解的再生核稀疏表示
献给张景中、杨路教授 85 华诞

钱涛1, 曲伟2, 黄勇3∗

1. 澳门科技大学澳门系统工程研究所, 澳门 999078;

2. 北京师范大学数学科学学院, 北京 100875;

3. 广州大学计算科技研究院, 广州 510006

E-mail: tqian@must.edu.mo, quwei2019@bnu.edu.cn, yongh@gzhu.edu.cn

收稿日期: 2020-02-28; 接受日期: 2020-05-08; 网络出版日期: 2020-08-27; * 通信作者

澳门科学技术发展基金 (批准号: FDCT0123/2018/A3) 和国家自然科学基金 (批准号: 11701118) 资助项目

摘要 在一个 Hilbert 空间中通过内积核定义的线性算子对应一个自然的再生核 Hilbert 空间结构.

本文将称其为 H-HK 结构. 这个结构本身内蕴一个基方法, 可以解答线性算子的若干最基本的问题,

包括确定或刻画其值域空间、解算子方程及解 Moore-Penrose 伪 - (广义 -) 逆算子问题. 在对已存在

结果的简要综述之后, 本文的目的是建立 H-HK 结构下的预正交自适应 Fourier 分解 (pre-orthogonal

adaptive Fourier decomposition, POAFD) 算法. 在这个方法之下导出上述 3 个问题的解的稀疏表示.

在逐次跟踪匹配的优化方法论中 POAFD 的优选原理保证了它在理论上和实用上的最优性. 它也具

有算法上的可行性. 所提供的方法可有效地应用于具体实际问题, 包括信号与图像重构、常微分方程、

偏微分方程和优化问题的数值解等.

关键词 再生核 Hilbert 空间 稀疏表示 算子方程 逆问题
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1 引言

引言给出所需基本知识的综述, 提出本文关注的算子方程 3 个基本问题, 并给出用基方法的解答

(参见文献 [1, 2]). 由于是已存在理论的自然推论, 与基方法有关的某些内容没有注明出处, 作者默认

为应该是已存在于文献中. 从第 2 节开始引入预正交自适应 Fourier 分解 (pre-orthogonal adaptive

Fourier decomposition, POAFD) 的稀疏表示方法. 作为一种 “非基” 的表示方法, 后者是本文所提倡

的解答一类广泛算子方程基本问题的新方法 (参见文献 [3]).
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在一个由函数 f 构成的 Hilbert 空间中, 如果每一个点 x 上的估值泛函 f(x) 都是由该函数 f 与

一个以该点为参数的该 Hilbert 空间函数 kx 的内积给出, 即

f(x) = ⟨f, kx⟩,

则称该 Hilbert空间是一个再生核 Hilbert空间 (reproducing kernel Hilbert space, RKHS),其中参数化

了的二元函数 kx(y) = k(x, y) 称为该 RKHS 的 (唯一的) 再生核. 一个 Hilbert 空间为再生核 Hilbert

空间当且仅当它的每一个点的估值泛函是有界线性泛函 (Riesz 表现定理).

本研究所依据的公理化结构是从一个一般的 Hilbert空间 H及其中的一个带参数的元 hp ∈ H 开
始, 其中 p ∈ E, 集合 E 是一个实的或复的 Euclid 空间的开子集, 带有从后者引出的拓扑结构. 通过

H 上内积结构引出线性算子

Lf(p) , ⟨f, hp⟩H. (1.1)

重要的事情是, 算子值域集合 R(L) = {F | ∃ f ∈ H, F = Lf} 在被赋予适当的范数之后, 形成一个

RKHS, 记为 HK , 其中 K(q, p) = Kq(p) , ⟨hq, hp⟩H. 用 CE 记全部从集合 E 映到复数域 C 上的函数
的集合, 有 F (p) = Lf(p) ∈ CE. 记 N(L) 为使算子 Lf = 0 的函数 f ∈ H 的集合, 称为 L 在 H 中的零
化子空间, 即

N(L) = {f ∈ H | L(f) = 0}.

易证 N(L) 是 H 中的闭集. 事实上, 如果 fn, f ∈ H, fn → f 且 L(fn) = 0, 则有

|Lf(p)| = |⟨f − fn, hp⟩H| 6 ∥f − fn∥H∥hp∥H → 0.

因而, Lf = 0, f ∈ N(L). 因而有算子 L 的定义域空间 H 的正交分解

H = N(L)⊕N(L)⊥,

其中 N(L)⊥ 是闭子空间 N(L) 在全空间 H 中的正交补. 对于每一个 f ∈ H, 有唯一的分解式

f = f− + f+,

其中 f− ∈ N(L), f+ ∈ N(L)⊥. 本文也使用正交投影记号 PN(L)⊥f = f+, PN(L)f = f−, 其中 PN(L)⊥

和 PN(L) 分别记由空间 H 向闭子空间 N(L)⊥ 和 N(L) 的正交投影算子. 当成立 F = Lf 时, 总有

Lf = Lf+. 令 R(L) 记算子 L 的值域, 即

R(L) = {F | ∃ f ∈ H 使得 F = Lf}.

设 F ∈ R(L), 则对于算子方程 Lg = F 的任何解 g 存在 h ∈ N(L) 使得 g = f+ + h. 由正交性, 有

∥f+∥ 6 ∥g∥.因而, 对于 F ∈ R(L),方程 Lf = F 的解 f 在最小模的要求下是存在且唯一的, 其等同于

PN(L)⊥f = f+.

赋予值域集合 R(L) 以适当的范数, 可使得它成为一个 RKHS, 记为 HK , 其中 K 为再生核. 事实

上, 对于 F = L(f) ∈ R(L), 只需令

∥F∥HK
, ∥PN(L)⊥f∥H.
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这个模的极化形式赋予 R(L) 一个具有再生核特性的内积结构, 记为 ⟨·, ·⟩HK . 所形成的新 Hilbert 空

间 HK 在映射 L 之下等距同构于空间 N(L)⊥. 再生核 K(p, q) = Kq(p) 被定义为

K(p, q) = ⟨hp, hq⟩H.

现在证明, 对于每一个 p ∈ E, 有 hp ∈ N(L)⊥, 并因而得出结论 hp = PN(L)⊥(hp). 事实上, 对于任一固

定的 p ∈ E, 由于对所有的 g ∈ N(L),

0 = L(g)(p) = ⟨g, hp⟩H,

因此有 hp ∈ N(L)⊥. 下面证明再生核性质.

对于 F ∈ HK , PN(L)⊥f = f+, 有 Lf+ = F. 因而, 对每一个 q ∈ E, 由于 Kq(p) = ⟨hq, hp⟩H
= L(hq)(p), 因此有

⟨F,Kq⟩HK
= ⟨Lf,L(hq)⟩HK

= ⟨PN(L)⊥f, PN(L)⊥hq⟩H

= ⟨f+, hq⟩H

= L(f+)(q)

= F (q),

它是再生函数 F 在 q ∈ E 点上的函数值. 我们将称上述的构造为 H-HK 结构, 并且 HK 为该结构下

的典型值域空间 (canonical range space). 空间 H也被称为该 H-HK 结构的底空间 (underlying space).

复 Hardy 空间是在调和分析、复分析和信号分析中有广泛联系及重要应用的空间. 下面以单位

圆盘上的 Hardy 空间 (对应于周期函数) 为例来解释 H-HK 结构. 上半复平面上的 Hardy 空间 (对应

于整个时间域上的函数)、Stein-Weiss 意义下的管上的 Hardy 空间 (参见文献 [4, 5])、Clifford 代数意

义下的上半 Euclid 空间和带状区域上的 Hardy 空间 (参见文献 [6, 7]) 等, 也都可以纳入 H-HK 结构.

在单位圆情形下, H = L2(∂D), 其中 D 为复单位圆盘, ∂D 为单位圆周. 空间 L2(∂D) 配备有内积

⟨f, g⟩L2(∂D) =
1

2π

∫ 2π

0

f(eit)g(eit)dt,

在其下 L2(∂D) 成为一个 Hilbert 空间, 但不是一个 RKHS. 此例中, E = D. 对于 p ∈ D, 函数

hp(e
it) =

1

1− peit
∈ L2(∂D)

是单位圆上的 Szegö 核, 为单复变量分析中的 Cauchy 核在单位圆弧长测度内积中的形式. 对于 f

∈ L2(∂D), F (p) = ⟨f, hp⟩L2(∂D) 即是边界数值 f 在单位圆周上的 Cauchy 积分. 此时典型值域空间

HK 等同于复的 Hardy 空间

H2(D) =

{
F : D → C | F 解析, ∥F∥2H2(D) = sup

0<r<1

∫ 2π

0

|F (reit)|2 < 0

}
.

一个 D 上的函数 F (p) 属于典型值域空间 H2(D) 当且仅当 F (z) 在开单位元内有 Taylor 级数展开

式 F (p) =
∑∞

k=0 ckp
k, 其中

∑∞
k=0 |ck|2 < ∞. 在集合论意义下 H2(D) = R(L), 而在赋范空间的意义下

H2(D) = HK , 其中再生核 K 的计算用到 Cauchy 公式:

K(q, p) = Kq(p) = ⟨hq, hp⟩H =
1

1− qp
.
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而 Kq 对于 F ∈ HK 的再生性质验证为

⟨F,Kq⟩HK
= ⟨f+, hq⟩H = ⟨f, hq⟩H = F (q).

特别地, 成立关系式 F (p) = Lf(p) = Lf+(p) = ⟨f+, hp⟩L2(∂D). 算子 L 是从 f+ 到 F 的等距同构

映射. 同时所有的 f− 非平凡地构成算子 L 的零化子空间 N(L), 后者为圆外 Hardy 空间. 上述复

Hardy 空间 H2(D) 定义中的内积可被证明等同于通过同构映射 L 所对应的 N(L)⊥ 中的函数在底空

间 H = L2(∂D) 上的内积, 这验证了典型的 H-HK 结构.

用记号 H 表示圆周 Hilbert 变换, 则任一 ∂D 上的 L2- 函数 f 可分解为 f = f̃+ + f̃−, 其中

f̃+(eit) = (1/2)(f + iHf)(eit) =
∑∞

k=0 cke
ikt, f̃−(eit) = (1/2)(f − iHf)(eit) =

∑−∞
k=−1 cke

ikt.定义在边界

上的 f̃± 在信号分析领域被称为 f 的解析及反解析信号.著名的 Plemelj定理旨在确定 F = Lf = Lf+

的非切向边界极限等于 f̃+.介于 3个 Hilbert空间 F = Lf ∈ HK、f+ ∈ N(L)⊥ ⊂ H和 f̃+ ∈ {f ∈ H |
f(eit) =

∑∞
k=0 cke

ikt,
∑∞

k=0 |ck| < ∞} 之间的等距同构关系是经典调和分析及解析函数边值问题的主
要研究课题以及进一步有关理论发展的基础.

Hardy 空间完美地契合 H-HK 结构, 宛如是说 H-HK 是特为复 Hardy 空间订做的. 其实不然.

一类广泛的 Hilbert 空间及其上的线性算子都装配有相同的 H-HK 结构. 特别地, 一般的及加权的

Bergman、各种类型的 Paley-Wiener 及 Sobolev 空间, 一般的积分算子方程、常微分算子方程及偏微

分算子方程, 以及优化问题等, 都可以纳入 H-HK 结构. 本文的目的是将近十年来从 Hardy 空间特殊

场合所发展出来的应用调和分析方法 POAFD 推广到一般的 H-HK 结构, 从而高效地解决与后者有

关的广泛的理论及实际问题.由所定义的 H-HK 结构容易看出它包含了一类广泛的积分算子. 它事实

上也包含微分算子. 在微分算子情形下底空间 H 本身是一个 RKHS. 令 f 属于一个 RKHS, H̃ = H̃K̃ ,

具有再生核 K̃. 因而,

f(x) = ⟨f, K̃x⟩H̃K̃
.

令 P 是一个多变量的多项式. 在记号 ∂ = (∂1, . . . , ∂n) 下有

P (∂)f(x) = ⟨f, P (∂)K̃x⟩H̃K̃
,

后者即是用内积核表示的算子. 在微分算子情形下底空间 H 通常为适当的 Sobolev空间, 后者本身为

RKHS, 或是它们的子空间. 在 H-HK 结构下存在 3 个奠基性的问题, 它们是

(i) 如何实际计算像函数 F (p) = ⟨f, hp⟩H?

(ii) 给出一个像空间函数 F ∈ R(L), 如何快速有效地计算其逆问题的解 F = Lf , 其中 ∥f∥ =

min{∥g∥ | Lg = F}?
(iii) 数值上快速有效地解答 Moore-Penrose 伪 - (广义 -) 逆问题: 假设 R(L) = HK 被包含于另一

个 Hilbert 空间 H̃ 中作为其闭子空间. 对于任何给定的 F ∈ H̃, 找到最小范数的 f ∈ H, 其使得数量

∥Lf − F∥H̃ 被最小化. 对于这些基本问题已然存在海量的研究与相关文献, 其中也有相当大的一部分

与再生核 Hilbert空间的方法有关 (参见文献 [1,8,9]). 为了阐述本文所提出的 H-HK 结构下的预正交

自适应 Fourier分解 (POAFD)算法,需要以简明及统一的方式总结所称之为的基方法. 由于方法的直

接性, 它应该已存在在文献中.

在 H-HK 结构下, HK 是一个 RKHS. 单位模化了的再生核 Eq =
Kq

∥Kq∥ (q ∈ E) 形成一个字典, 即

集合 {Eq | q ∈ E} 所张成的线性空间在 HK 中是稠密的. 后者是再生核性质的推论. 如果作为参数的

集合 E 是一个开集, 且从 E 到 {Eq | q ∈ E} 的映射相对于 H 是连续的, 则可以选择出一个由可数多
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个函数 {Eqn | qn ∈ E, n = 1, 2, . . .} 构成的完备系统 (q1, . . . , qn, . . . 各不相同). 由 Gram-Schmidt (G-S)

正交化程序, HK 包含一个正交基, 记为 {B1, B2, . . .}, 其中

Bn =
Eqn −

∑n−1
l=1 ⟨Eqn , Bl⟩Bl√

1−
∑n−1

l=1 |⟨Eqn , Bl⟩|2
.

相应地有

AnBn = En, Bn = A−1
n En, (1.2)

这里对于每一个 n, 矩阵 An 是秩为 n 的 n × n 阶矩阵, 其一般项为 ⟨Ei, Bj⟩HK , 1 6 i, j 6 n, 矩阵

Bn 和 En 皆为 n × 1 阶的矩阵, 它们的项分别是 Bl 和 El, l = 1, . . . , n. 由于对于全部 i < j 有性质

⟨Ei, Bj⟩HK
= 0, 对于有限 n 成立的关系式 (1.2), 可以写成为无穷维矩阵的形式

AB = E , B = A−1E . (1.3)

为解答问题 (i) 只需将 F ∈ HK 在基 {Bl}∞l=1 中展开:

F = FBB, (1.4)

其中 FB 是一个无穷行向量矩阵, 由项 ⟨F,Bl⟩HK 构成, 而 B 是一个无穷列向量矩阵, 由 Bl 构成. 下

面解答逆算子问题 (ii). 首先注记,由于 L是一个从 N(L)⊥ 到 HK 的等距同构,局限在后两个空间中,

L−1 是存在的, 作为从 HK 到 N(L)⊥ 上的等距同构. 我们有

L−1F = FBL
−1B = FBA−1L−1E , (1.5)

其中 L−1E 是由 L−1Eqn (n = 1, 2, . . .) 构成的无穷列向量矩阵. (1.5) 中第一个关系式的成立是基于

L−1B 各项之间正交性的一个 Cauchy序列论证 (参见下面定理 3.1的证明). 我们有明晰的表达式: 对

于任意 q ∈ E, 有

L−1Eq =
L−1Kq

∥Kq∥HK

=
hq

∥hq∥H
.

用 T 记以 hqn/∥hq∥H (n = 1, . . .) 为一般项的无穷列向量, 最终有

L−1F = FBA−1T . (1.6)

最后解 Moore-Penrose 伪逆问题 (iii). 基本的假设是, HK 被包含在一个 Hilbert 空间 H̃ 中作为其闭
子空间. 令 F 为给定的 H̃ 空间的函数. 解答策略是, 将 F 在 HK 中的投影 G 表示为 B- 级数. 为导

出 G 的表达式, 注意到 F −G 正交于 Kq, 有

⟨F,Kq⟩H̃ = ⟨G,Kq⟩H̃ = ⟨G,Kq⟩HK
= G(q).

因而 G = PHK
(F ). 进而,

G =

∞∑
l=1

⟨G,Bl⟩HKBl.

用 (ii) 的解的表达式, 有

L−1G =
∞∑
k=1

⟨⟨F,K{·}⟩H̃, Bl⟩HK
L−1Bl. (1.7)
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用矩阵记号, 有

L−1G = {⟨F,K{·}⟩H̃}BA−1L−1E = {⟨F,K{·}⟩H̃}BA−1T ,

其中 {⟨F,K{·}⟩H̃}B 是由 ⟨⟨F,K{·}⟩H̃, Bl⟩HK (l = 1, 2, . . .) 构成的行矩阵. 用 S1、S2 和 S3 分别记问题

(i)–(iii) 的解, 由 (1.4)、(1.6) 和 (1.7), 有下面的定理:

定理 1.1 问题 (i)–(iii) 的解分别为

S1 = FBB, (1.8)

S2 = FBA−1T , (1.9)

以及

S3 = {⟨F,K{·}⟩H̃}BA−1T . (1.10)

注 1.1 上述问题 (iii) 是基于假设 HK 是 H̃ 的一个闭子空间. 这个假设使得这个问题的解很

直接. 满足这个假设的例子多见于 HK 为解析函数空间的情形. 例如, 在单或多复变区域上的 L2-

Bergman 空间相对于同一个区域上的 L2- 空间就属于这种情形. R(L) 作为一个较大的 Hilbert 空间

的一个集合论子集的一般情形本文不予讨论. 这时候恒同嵌入算子 I 一般不是一个等距同构. 满足压

缩嵌入的情形 ∥I(f)∥H̃ 6 ∥f∥HK
实则等价于存在一个有界算子 L̃ : HK → H̃ 的情形. 这种一般情形

的例子包括从一个较高阶的 Sobolev 空间到一个较低阶 Sobolev 空间的映入.

我们注记, 上述解的公式依赖于基系统 E 和 B、它们之间的转换矩阵 A 及有关它们的繁复计
算. 级数收敛的速度或逼近的精度对于一般给出的数据难于估计. 从第 2 节开始将引入预正交自适应

Fourier 分解 (POAFD) 的方法, 并贯穿全文. 该方法已经在信号及图像分析、以及在系统辨识的理论

与实践中取得广泛的应用. 本文的目的是, 通过再生核 Hilbert 空间的一般结构将此方法推广到积分

方程、常微分方程及偏微分方程、优化理论等的数值计算中. 相对于一般基方法, POAFD通过小数量

的运算给出误差可接受解的有效逼近式.

本文余下内容结构如下. 第 2 节引入 Hilbert 空间中的 POAFD 的一般理论及算法. 第 3 节用

POAFD 来解答所提出的 3 个基本问题. 作为一个普适的算法, 一旦典型值域空间被确切地得到, 用

H-HK 中自包含的存在的机制,诸基本问题迎刃而解,且 POAFD算法确保了计算上的高效性 (参见文

献 [10, 11]). 第 4 节作为 H-HK 结构下数值计算最简单的例子给出实数轴上能量有限函数的 Poisson

核线性组合的逼近. 该实用计算方法对应于 H-HK 结构下函数集合 hp (p ∈ E) 的线性组合在 H 中稠
密的情形. 第 5 节给出全文的总结.

2 POAFD: 一个稀疏表示方法

POAFD 是基于 Hardy 空间中的自适应 Fourier 分解 (adaptive Fourier decomposition, AFD) 方

法, 后者是对于 F ∈ H2(D), 以及幺模化了的 Szegö 核构成的字典 {ea}a∈D,

ea(z) =

√
1− |a|2
1− az

, z ∈ D,

进行如下的迭代: 记 F1 = F,

F (z) = ⟨F1, ea1⟩ea1(z) +
F1(z)− ⟨F1, ea1⟩ea1(z)

z−a1

1−a1z

z − a1
1− a1z

.
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上式对于任意 a1 ∈ D 是一个代数恒等式. 由于右边第一项是 F1 向 ea1 生成的一维子空间的投影, 因

此, 等式右边两项是正交的. 记

F2(z) =
F1(z)− ⟨F1, ea1⟩ea1(z)

z−a1

1−a1z

.

使用 Möbius 变换在单位圆边界上模为 1 的性质, 有

∥F∥2 = |⟨F1, ea1⟩|2 + ∥F2∥2.

选择

a1 = argmax{|⟨F1, ea⟩|2 | a ∈ D} ∈ D, (2.1)

其被证明了的可行性被称为 AFD 极大选择原理 [12]. 第一步的分解式可进一步写为

F (z) = ⟨F1, ea1⟩ea1(z) + F2(z)
z − a1
1− a1z

.

重复此优选 - 迭代程序, 得到

F (z) =
n∑

k=1

⟨Fk, eak
⟩Bk(z) + Fn+1(z)

n∏
k=1

z − ak
1− akz

, (2.2)

其中 Bk(z) = ek(z)
∏k−1

l=1
z−al

1−alz
对于 k = 1, . . . , n 构成 n-Takenaka-Malmquist 系统, 后者对应于 ea1 ,

. . . , ean 形成的 G-S 正交标准化系统 (这里, 如果 ak 在 k- 序列 (a1, . . . , ak) 中的重复度为 l(k), 则在

G-S 正交化程序中 eak
应该被 ẽak

所代替, 其中 ẽa 是 ea 对于 a 的 l(k)− 1 阶导数), ak 遵从 AFD 极

大选择原理

ak = argmax{|⟨Fk, ea⟩|2 | a ∈ D} ∈ D, (2.3)

其中导出余项

Fk(z) =
F (z)−Gk(z)∏k−1

l=1
z−al

1−alz

, (2.4)

这里

Gk(z) = F (z)−
k−1∑
l=1

⟨Fl, eal
⟩ = Fk(z)

k−1∏
l=1

z − al
1− alz

为第 k- 阶的标准余项. 基于极大选择原理 (2.3) 可证明 F 有快速收敛的级数展开式 (参见文献 [12])

F (z) =
∞∑
k=1

⟨Fk, eak
⟩Bk(z).

与各种类型的跟踪匹配 (或贪婪算法)相比上述 AFD 式分解有下述重要优点. 第一,无需使用 G-S 程

序, 正交标准化系统 {Bk} 自动形成, 而且包括有重复参数的情形, 后者在贪婪算法理论上必不可缺,

却在文献中缺乏讨论. 第二, AFD 可推广到任何可分的 Hilbert 空间: 在一般的 Hilbert 空间中类似于

导出余项 Fk 作用的函数可能不存在 (参见文献 [10, 13, 14]), 因而, 上述的 AFD 的每一个细节不是总

可以推行 (例外情形参见文献 [15, 16]). 但是由于有关系式

⟨Fk, eak
⟩ = ⟨Gk, Bk⟩ = ⟨F,Bk⟩, (2.5)
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对于 k > 1, 实际上可以用预正交极大选择原理

ak = argmax{|⟨F,Bk⟩|2 | a1, . . . , ak−1 固定, a ∈ D} (2.6)

来代替 AFD 极大选择原理 (2.3). 因而, 受惠于关系式 (2.5), AFD 理论及算法可以推广到一般的可

分 Hilbert 空间. 经典 Hardy 空间中的 POAFD 自动蜕化成 AFD. 预正交极大选择原理 (2.6) 本身宣

称了最佳的跟踪匹配原理, 它同时也确定了 POAFD 在贪婪算法范畴中的最佳性 (参见文献 [17, 18]).

AFD 的第三个特点是, 它与 Beurling-Lax 定理, 与前移、后移算子及有关的不变子空间理论, 以及插

值理论有密切的联系. 因而, AFD 启发在其他解析函数空间中建立类似的理论, 特别是建立 Blaschke

乘积的理论.后者在逼近论及系统辨识方面有效果显著的应用. AFD的第四个特点是展开式的每一个

函数 Bk 在 a1 = 0 时具有正的解析瞬时频率 (参见文献 [12]). 原创 AFD 算法的推动力是信号的解析

正频率分解. 将较晚发表的 Blaschke 乘积解绕方式的展开也称作 AFD 类型展开, 缘于后者也是基于

Blaschke 乘积 (参见文献 [19–22]).

令 HK 为 H-HK 结构中具有核函数 K(p, q) = Kq(p) = ⟨hq, hp⟩H 的 RKHS. 为了讨论参数的重复

选取, 假定再生核 Kq (q ∈ E) 相对于参数 q 有任意阶的方向导数.

为简单计, 假定 E 是复平面上的一个开集. 令 {q1, . . . , qn, . . .} 是一个 E 中的无穷序列. 相关的

高阶核定义为

K̃n =

[(
∂

∂q

)l(n)−1

Kq

]
(qn), (2.7)

其中 l(n) 是 qn 在 n 元序列 {q1, . . . , qn} 中的重复次数. 为了标明与 qn 的关系, 下面将 K̃n 记为 K̃qn

(n = 1, . . .), 虽然后一记法有失严格性. 在以下的论述中, 需要记住高阶核像再生核一样是两个变量的

函数, 其中一个被视为参数. 下面说明, 为了实施预正交极大选择原理, 高阶核是必须的. 假设已有一

个 n− 1 元组 {q1, . . . , q(n−1)}, 其中元素可以重复, 因而对应一组 n− 1 个高阶核 {Ẽq1 , . . . , Ẽqn−1}. 设
后者的 G-S 正交化为 {B1, . . . , Bn−1}. 希望找到一个参数 qn 其对应于

sup{|⟨F,Bq
n⟩| : q ∈ E, q ̸= q1, . . . , qn−1}, (2.8)

其中 Bq
n 使得 {B1, . . . , Bn−1, B

q
n} 是 {K̃q1 , . . . , K̃qn−1 , Eq} 的 G-S 正交化. 注意最后一项不是高阶核,

因为假定 q 不同于 q1, . . . , q(n−1). Cauchy-Schwarz 不等式表明由 (2.8) 所定义的上确界是有限存在的,

但是使得 |⟨F,Bq
n⟩| 能够取到 (2.8) 中的上确界且与 q1, . . . , qn−1 相异的 q 不总是存在. 如果 HK 满足

边界趋零性质: ∀F ∈ HK ,

lim
q→∂E

⟨F,Eq⟩ = 0,

则有一个紧的论述: 存在一列 q(l), 每个相异于 q1, . . . , qn−1, 有 liml→∞ q(l) = qn ∈ E 使得

lim
l→∞

|⟨Gn, B
q(l)

n ⟩| = sup{|⟨Gn, B
q
n⟩| : q ∈ E, q ̸= q1, . . . , qn−1}.

在这个极限程序下得到的 qn 不排除有可能与某些 q1, . . . , qn−1 重复. 记重复度为 l(n). 现在断言极限

函数

lim
l→∞

Bq(l)

n ,
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除了一个模为 1的常数外,相等于 {B1, . . . , Bn−1, K̃n}的正交化序列 {B1, . . . , Bn−1, Bn}中的函数 Bn,

此处 K̃n 由 (2.7) 定义, 其中

Bq(l)

n =
Kq(l) −

∑n−1
k=1⟨Kq(l) , Bk⟩HK

Bk√
∥Kq(l)∥2 −

∑n−1
k=1 |⟨Kq(l) , Bk⟩HK |2

. (2.9)

现设 l(n) > 2, 若这个条件不满足, 则 qn 不与前面任何已选出的参数重复, 下面的论述将不需要. 记

Tq(qn) 为函数 Kq 在 qn 点的 (l(n) − 2)- 阶的 Taylor 展开式. 对每一个固定的 l, 在 (2.9) 的右端用

Kq(l) − Tq(l)(qn) 置换每一出现的项 Kq(l) . 注意到插入的项 Tq(l)(qn) 在 B1, . . . , Bn−1 所张成的 (函数)

线性空间里, 因而置换之后右端与左端仍旧保持相等. 在做过此置换的 (2.9) 的右端中令 q(l) → qn,

并用涉及 Kq 的 (l(n) − 1)- 阶导数的 Lagrange 型余项代替 Kq(l) − Tq(l)(qn), 得到所断言的结果. 该

POAFD的思想最早形成于文献 [10,11],其后在不同的场合有应用及发展 (参见文献 [13,14,23]). 最先

比较完备的论述参见文献 [24], 等价的英文版形式参见文献 [25].

基于上述结果得到快速收敛的 POAFD 表达式

F =
∞∑
k=1

⟨F,Bk⟩Bk,

此处 {B1, . . . , Bk} 是应用预正交极大选择原理选出的 k- 序列 {K̃q1 , . . . , K̃qk} 的 G-S 正交化.

注 2.1 在实际应用预正交极大选择原理时可以避免高阶核. 只需选择诸 q1, . . . , qn, . . . 各不相

同, 同时对于一个 0 < ρ < 1, 满足

|⟨F,Bqn
n ⟩| > ρ sup{|⟨F,Bq

n⟩| : q ∈ E, q ̸= q1, . . . , qn−1}.

该种算法称为弱预正交自适应 Fourier 分解 (weak POAFD, WPOAFD, 初见于文献 [10, 11]).

注 2.2 Hilbert空间的再生核结构对于 POAFD算法是便利的,但不是必需的: Hilbert空间中只

要有一个字典 (任何可分的 Hilbert 空间具有一个字典), 就可以施行 POAFD 算法. 基于引入的完备

字典,文献 [10,11]在存在一个字典的前提下提出及发展了 POAFD的算法 (文献中最初称为 P-OGA).

方向导数的引入最先见于文献 [26].

如果被展开的函数 F 属于空间

MM =

{
F ∈ HK | ∃ {cn} 和 {Kqn} 使得 F =

∞∑
n=1

cnKqn 和
∞∑

n=1

|cn| 6 M

}
,

则对标准余项的 O(
√
n) 收敛阶可以被证明:∥∥∥∥F −

n∑
k=1

⟨F,Bk⟩HK
Bk

∥∥∥∥
HK

6 M√
n
.

我们注记这个收敛阶与 Shannon展开式的收敛阶相同.后者是对于有限带宽的、在无穷远有有限指数

级增长的整函数. POAFD的同样收敛阶可以是对于不光滑的能量有限函数. 在实际应用中,它给出快

速得多的收敛性. 像 Hardy 空间中的 AFD 一样, POAFD 展开中的正交标准化系统 {B1, . . . , Bn, . . .}
不必须是原空间的一组基, 但它有效及快速地展开给定的函数. 在单位圆内 Hardy 空间的情形, 对应

的 TM (Takenaka-Malmquist)系统张成一个后移不变子空间,其正交补是 Beurling意义下的前移不变

子空间,即 ϕH2,其中 ϕ是所有选出的参数 (包括重复选取)所对应的 Blaschke乘积.正是这个由极大

选择原理确定的 “非基”性质给出了优化的自适应逼近. AFD和 POAFD及其他有关算法的代码可参

考网页 http://www.fst.umac.mo/en/staff/fsttq.html.
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注 2.3 AFD 及它的一般化 POAFD 有两个方向上的发展. 一个可称为最佳 n 核 (字典元) 逼

近. 它是 AFD 和 POAFD 的进一步优化, 旨在同时取 n 个参数使得对应的 n- 阶逼近达到全局最优.

后者明显优于 AFD 和 POAFD 对于 n 个参数的接续选取. 具有再生核或字典的 Hilbert 空间最佳 n

核 (字典元) 逼近问题不仅产生于实际, 而且受数学中 n- 阶最佳有理逼近算法开放问题的推动 (best

approximation by rational functions of degree not exceeding n). 虽然该问题解的存在性早已证明 (参见

文献 [27]), 但是全局最优解的数学算法迄今还是一个未解决的问题. 现存的算法都有可能陷入局部极

值 (参见文献 [28–31]). 其中循环 AFD (cyclic AFD) 及对它的梯度下降法改善版 [31] 能够被推广而得

到满足一定边界趋零性质的 RKHS中的最佳 n-核逼近的实用算法. 第二个发展的方向是某些 Hilbert

空间中的 Blaschke 乘积型的函数及连带的插值问题. 在某些 Hilbert 空间中可以像形成 Hardy 空间

中的 Takenaka-Malmquist 系统一样, 由 Szegö 核与 Blaschke 函数的乘积, 或算子的接续作用, 来构成

优美的再生核正交标准化系统 (参见文献 [12,15,16]). 但是在大多数空间里没有这样明晰优美的理论,

正交标准系须用 G-S 程序构造, 而且不易证明具有上述 Szegö-Blaschke 乘积结构.

POAFD 算法的具体的例子可参见文献 [7, 13, 14, 23]. AFD 和 POAFD 算法在信号与图像处理及

在系统辨识或模型约化 (model reduction) 实际问题中的应用可参见文献 [32–36].

3 问题 (i)–(iii) 的 POAFD 型稀疏表示解

POAFD 给出问题 (i) 的快速收敛解. 进一步, 后者蕴涵 (ii) 和 (iii) 的快速收敛解. 本节回归到

H-HK 的结构.

3.1 问题 (i) 的稀疏解: F ∈ HKF ∈ HKF ∈ HK 的 POAFD 展开

作为上一节的结论有

S1 =
∞∑
k=1

⟨F,Bk⟩HK
Bk = FBB = FBA−1K, (3.1)

其中 FB 是由 ⟨F,Bl⟩HK 构成的无穷行向量; B 是由 Bl 构成的无穷列向量, 这里 {B1, . . . , Bn} 为
{K̃q1 , . . . , K̃qn} 的 G-S 正交标准化系统, 此处 qn (n = 1, . . .) 是为依照 POAFD 算法选出的无穷参

数序列. 用 K 记 K̃qk 形成的无穷列向量, 且 A 为由系统 B 到系统 K 的无穷阶转换矩阵, 满足性质

⟨K̃qi , Bj⟩HK
= 0, i < j.

3.2 逆问题 (ii) 的稀疏解

H-HK 结构确保 L 为一个介于 N(L)⊥ 与 HK 之间的等距同构. 因而存在逆算子 L−1, 其将

F ∈ HK 映到 f+ ∈ N(L)⊥, 即 L−1F = f+, 特别地, L−1Kq = hq, q ∈ E. 由此自然得到逆问题的解的

存在唯一性. 下面推导解的级数表达式. 用 POAFD 将 F 自适应地展开:

F =

∞∑
k=1

⟨F,Bk⟩HKBk. (3.2)

等距同构映射 L−1 将标准化正交的系统 {Bk}∞k=1 映成标准化正交的系统 {L−1Bk}∞k=1.
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定理 3.1 在 POAFD 的参数选择 q1, . . . , qn, . . . 之下, 在空间 H 中有分解式

S2 = L−1F =

∞∑
k=1

⟨F,Bk⟩HKL−1Bk.

在矩阵记法下,

S2 = FBA−1L−1K, (3.3)

此处 FB、B、A和 K 在 (3.1)中定义, L−1K 为由 L−1K̃qn (n = 1, . . .)构成的函数的无穷列向量. 采用

n- 截断矩阵, 对 F ∈ MM , 有

∥L−1F − FBnA−1
n L−1Kn∥H 6 M√

n
. (3.4)

除了估计式 (3.4) (依赖于 POAFD 的一般理论, 参见文献 [10,11]), 定理其他结论都是自明的. 为

了有助于熟悉 H-HK 结构, 选择给出证明的主要步骤.

定理 3.1 的证明 H-HK 结构蕴涵解 f+ = L−1F 的存在唯一性. 由于 L−1 是 HK 与 N(L)⊥ 之

间的等距同构, 系统 {L−1Bk} 在闭子空间 N(L)⊥ 中, 像系统 {Bk} 在 HK 中一样, 是标准正交的. 由

于
∑∞

k=1 |⟨F,Bk⟩HK
|2 < ∞, 作为 Riesz-Fisher 定理的结论, 存在一个函数 g 在 N(L)⊥, 使得

g =
∞∑
k=1

⟨F,Bk⟩HK
L−1Bk.

需要证明 f+ = g. 这只需证明

lim
n→∞

∥∥∥∥f+ −
n∑

k=1

⟨F,Bk⟩HK
L−1Bk

∥∥∥∥2
H

= 0. (3.5)

用算子 L−1 的等距同构性质和 (3.2), 有

lim
n→∞

∥∥∥∥L−1F − L−1

( n∑
k=1

⟨F,Bk⟩HK
Bk

)∥∥∥∥2 = lim
n→∞

∥∥∥∥F −
n∑

k=1

⟨F,Bk⟩HK
Bk

∥∥∥∥2
= lim

n→∞

∥∥∥∥ ∞∑
k=n+1

⟨F,Bk⟩HK
Bk

∥∥∥∥2
= lim

n→∞

∞∑
k=n+1

|⟨F,Bk⟩HK |2

= 0,

其中最后一个等式是由于 POAFD 的收敛性质. 证明完毕.

同时也证明了 f+ = L−1F 的级数表达式的收敛速度与 F 的 POAFD 展开的收敛速度相同.

3.3 Moore-Penrose 伪逆问题 (iii)

本文中问题 (iii) 是在下述条件下求解: HK 是一个较大的 Hilbert 空间 H̃ 的闭子空间. 现给出一

个函数 F ∈ H̃, 求一个函数 f ∈ H 使得 ∥f∥H = min{∥f̃∥H | f̃ : ∥Lf̃ − F∥H̃ 最小}. 解答分为两步.
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第 1 步 在全部 G̃ ∈ HK 中找到使得 ∥F − G̃∥ 达到最小值的那个 G̃, 记其为 G. 如同在第 1 节基

方法解答中所得到的, G 是 F 向 HK 的投影, 由表达式 G(q) = PHK
F (q) = ⟨F,Kq⟩H̃ 给出.

第 2 步 对于 G = ⟨F,Kq⟩H̃ 寻求一个它在 HK 中的 POAFD 的稀疏表示,

G =
∞∑
k=1

⟨G,Bk⟩HK
Bk =

∞∑
k=1

⟨⟨F,K(·)⟩H̃, Bk⟩HK
Bk.

对于 G 求逆, 得到下面的定理:

定理 3.2 设在 H-HK 结构下 HK 是 H̃ 的闭子空间,则函数 F ∈ H̃ 的 Moore-Penrose伪逆是在

H 中收敛的 POAFD 级数

S3 =
∞∑
k=1

⟨⟨F,K(·)⟩H̃, Bk⟩HK
L−1Bk.

记 dF 为在 H̃ 空间中 F 到 HK 的距离, 则∥∥∥∥F −
n∑

k=1

⟨⟨F,K(·)⟩H̃, Bk⟩HK
L−1Bk

∥∥∥∥
H̃

6 dF +
M√
n
,

如果投影函数 PHKF = ⟨F,K(·)⟩H̃ ∈ MM .

4 一个恒等逼近的例子

作为 H-HK 结构下数值计算最简单的例子,给出实数轴上能量有限函数的 Poisson核线性组合的

逼近.设在H-HK 结构下,函数集合 hp (p ∈ E)的线性组合在H中稠密.此时对每一个 p ∈ E, L(f)(p) =

0蕴涵 f ⊥ H,因而 f = 0.从而 N(L) = {0},等同于 N(L)⊥ = H.后一结论意味着 H等距同构于 HK .

因而, 这时 HK 中的 POAFD 给出一个 H 中的稀疏表示. 下面以 H = L2(R),

hp(y) =
1

π

t

t2 + (x− y)2
= Pt(x− y), p ∈ E = {(t, x) | t > 0, x ∈ R}

为例来说明 H-HK 理论对于恒等逼近的有效可应用性.

对于 f ∈ L2(R), 算子 L 被定义为

Lf(t, x) = ⟨f, h(t,x)⟩ = (f ∗ Pt)(x) = u(t, x).

H-HK 理论确定 ∥f∥L2(R) = ∥u∥HK ,此处在调和分析理论中 HK 被确定为上半空间 C+ 调和函数构成

的 Hardy 空间, 后者定义为

h2(C+) =

{
u : C → R : △u = 0, sup

t>0

∫ ∞

−∞
|u(t, x)|2dx < ∞

}
.

进而能够证明在 L2(R) 和非切向几乎处处点态意义下都有

lim
t→0

u(t, x) = f(x).

由于最后一个性质, 因此也记 f(x) = u(0, x), 因而,

∥u(0, ·)∥2L2(R) = ∥u∥h2(C+).
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HK 的再生核计算如下. 对 p = (t, x), q = (t1, x1), 有

K(q, p) = K((t1, x1), (t, x))

= ⟨h(t1,x1), h(t,x)⟩L2(R)

=

∫ ∞

−∞
h(t1,x1)(y)h(t,x)(y)dy

=
1

π2

∫ ∞

−∞

t1
t21 + (x1 − y)2

t

t2 + (x− y)2
dy

=
1

π2

∫ ∞

−∞

t1
t21 + (0− y)2

t

t2 + (x− x1 − y)2
dy

= (Pt1 ∗ Pt)(x− x1)

= Pt1+t(x− x1), (4.1)

其中最后一个等号是由于下述 Dirichlet 问题的解的唯一性:

∆u = 0, u(x, 0) = Py1(x− x1).

上述计算实际上是在 H-HK 的语言下验证 Poisson 核的半群性质. 函数 Kq 的再生核性质验证如下:

对于 u ∈ HK = h2(C), q = (t1, x1), 由 HK 中的模的定义, 有

⟨u,Kq⟩HK = ⟨u(·, 0), Pt1(x1 − ·)⟩L2(R) = (u(·, 0) ∗ Pt1)(x1) = u(t1, x1).

为了能够在 HK 中进行 POAFD, 首先要得到幺模化了的核

Eq(p) =
Kq(p)

∥Kq∥HK

=
√
2πt1K(q, p) =

√
2πt1Pt+t1(x− x1),

其中 ∥Kq∥ 的量值的计算使用了再生核的性质及 (4.1):

∥Kq∥2HK
= ⟨Kq,Kq⟩HK = K(q, q) = P2t1(0) =

1

π

1

2t1
.

作为进行 POAFD 的理论准备还须证明这个调和函数场合的边界趋零性质 (boundary vanishing con-

dition, BVC):

lim
q→∂E

|⟨u,Eq⟩HK
| = 0. (4.2)

这个关系式的证明本文略去. 需要注明, C+ 的边界被定义为 R ∪ {∞}, 边界的邻域是 R 的邻域合并
上无穷远点 ∞ 的邻域, 后者用的是相对于无穷远点 ∞ 一点的紧化之拓扑意义下的邻域.

计算的例子: 下面验证基于一个已知函数 f(y) 的样本抽取值 vl = f(yl), l = 1, . . . , N, 用 POAFD

算法重建函数 f(y) 的有效性. 由于我们将使用 Poisson 核的逼近, 也记 f(y) = u(0, y), 其中对于

p = (t, x),

u(p) = (Lf)(p) = ⟨f, hp⟩ = (f ∗ Pt)(x) =
1

π

∫ ∞

−∞

t

t2 + (x− y)2
f(y)dy.

为比较计, 采用下述模型式的例子. 设

u(0, y) = f(y) =
5∑

k=1

c̃k
π

t̃k

t̃2k + (x̃k − y)2
=

5∑
k=1

c̃kPt̃k
(x̃k − y) =

5∑
k=1

c̃kKp̃k
(0, y), (4.3)
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其中

{p̃1, p̃2, p̃3, p̃4, p̃5} = {(t̃1, x̃1), (t̃2, x̃2), (t̃3, x̃3), (t̃4, x̃4), (t̃5, x̃5)}

= {(2, 2), (0.5,−3.5), (1,−2), (3, 1), (5, 0.5)},

{c̃1, c̃2, c̃3, c̃4, c̃5} = {1,−2, 3,−4, 5}.

在此例中, 对一般的 p = (t, x), 有

u(t, x) =

5∑
k=1

c̃k
π

t̃k + t

(t̃k + t)2 + (x̃k − x)2
=

5∑
k=1

c̃kPt̃k+t(x̃k − x) =

5∑
k=1

c̃kKp̃k
(p). (4.4)

下面所做的, 是在只知道取样点 f(yl) = u(0, yl) (l = 1, . . . , N) 的前提下, 用 3- 项、5- 项和 7- 项的

POAFD 级数逼近 f(y), 其中 3- 项逼近属于模型约化范畴.

制作 3- 项 POAFD 逼近函数 F 的过程是在预正交极大选择原理下接续找到 q1、q2 和 q3, 其分

别记为 (t1, x1)、(t2, x2)、(t3, x3), 以及构成函数 F (y) =
∑3

k=1⟨f,Bk⟩Bk, 此处 {B1, B2, B3} 是 hq1、hq2

和 hq3 的接续正交标准化, 其中 hqk(y) = Ptk(xk − y), k = 1, 2, 3. 根据 POAFD 的原理可知 F (y) 给出

f(y) 的一个初阶的逼近. 5- 项和 7- 项的 POAFD 级数给出对 f(y) 较好的逼近, 制作方法类似.

作为计算的第 1 步, 3- 项 POAFD 始于寻找 q1 = (t1, x1) 使得

q1 = max{|⟨u,Eq⟩| | q = (t, x) ∈ R2
+}.

由再生核的性质有

|⟨u,Eq⟩| =
√
2πt|u(t, x)| =

√
2t

π

∫ ∞

−∞

t

t2 + (x− y)2
f(y)dy.

图 1 分别为对于 (4.3) 给出的函数数据 f(y) 的 3- 项、5- 项和 7- 项 POAFD 逼近, 其中虚曲线是

原 f(y)或数据的图像,而实曲线分别是 3个不同阶的逼近曲线.加密数据取样会显著改善各阶所能达

到的最佳逼近.

接续 3 个逼近的相对误差 RE = ∥f−F∥
∥f∥ 经计算分别为 0.1312、0.0636 和 0.0020.

0.5

1.0

1.5

−0.5

−1.5

0.0

−1.0

−1.0

−0.8

−0.6

−0.4

0.0

−0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

0.2

−4 −3 −2 −1 0 421 3−4 −3 −2 −1 0 421 3
−1.0

−0.8

−0.6

−0.4

0.0

−0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

0.2

−4 −3 −2 −1 0 421 3

(a) (b) (c)

y

f/
F

f/
F

f/
F

y y

图 1 应用 Poisson 核的 POAFD 逼近. (a) 3- 项 POAFD 逼近; (b) 5- 项 POAFD 逼近; (c) 7- 项 POAFD

逼近
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5 结论

适合于一类广泛线性算子的 H-HK 结构自包含一个机制能给出该算子理论中基本的问题的解.

本文的工作是将 POAFD 算法引入 H-HK 结构, 从而提供线性算子的一种有效的稀疏表示方法. 该

方法可应用于积分方程、常微分方程和偏微分方程, 以及优化问题的数值计算. 所给出的实验证实了

POAFD 对于 H-HK 结构的有效性.

致谢 第一作者感谢学长郭懋正. 与他的交流增加了作者对于该专题, 特别是对第 3 个具体问题 (Moore-Penrose 伪

逆) 假设条件的理解. 他仔细地阅读了原稿并提出了宝贵的意见.
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Sparse representations in reproducing kernels of operator
equations

Tao Qian, Wei Qu & Yong Huang

Abstract In a Hilbert space a linear operator defined through an inner product kernel has a natural reproduc-
ing kernel structure. In the present paper we first define what we call the H-HK formulation that stands as an
axiomatic basis of the study. There is a built-in mechanism in the H-HK formulation that can straightforwardly
solve three basic type problems, namely, the image function identification, inverse problem, and Moore-Penrose
pseudo-inverse problem. After a summary on the classical basis method we introduce the POAFD (pre-orthogonal
adaptive Fourier decomposition) “non-basis” method in the H-HK formulation. We give historical notes, theo-
retical foundations, as well as algorithm principles of POAFD. The maximal selection principle of POAFD makes
itself be the best among all the existing matching pursuit methods in the one-step-optimal-selection category. It,
therefore, can be used to give fast converging sparse numerical solutions of approximation, ordinary and partial
differential equations, and optimization problems.
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